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INTRODUCTION 



Jusqu'à ce jour, aucun ouvrage donnant la théorie 
complète des courants alternatifs et leur pratique, n'a été 
édité en France 

Tout ce qui s'est publié se trouve épars dans des bro- 
chures et publications et force est aux personnes dési- 
reuses d'étudier ces théories, de compulser une volumi- 
neuse littérature, dont rien ne coordonne ni ne rattache 
les divers sujets traités. 

L'ouvrage que nous présentons aujourd'hui aux lec- 
teurs que la science électrique intéresse, répond, croyons- 
nous, à un besoin, en venant rassembler, sous une forme 
didactique, ce qui est relatif aux courants alternatifs. 

A côté des théories connues, nous avons établi une 
méthode générale, permettant de résoudre d'une façon 
assez simple les divers problèmes. 

Dans le premier volume, nous traitons par le calcul, 
les cas qui peuvent se présenter le plus souvent dans la 
pratique. 

Au lecteur abordant pour la première fois cette étude, 
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l'ouvrage pourra paraître un peu trop mathématique. Nous 
avons cependant fait tous nos efforts pour traiter ces pro- 
blèmes si complexes de la manière la plus simple possible. 

Toutes les conclusions, trouvent leur application dans 
la pratique, que Ton ne peut du reste, aborder avec fruit, 
qu'en possédant à fond la théorie. 

Nous avons emprunté nombre de renseignements aux 
journaux techniques, Y Électricien, ^Industrie électrique 
et la Lumière électrique, ainsi qu'aux ouvrages spéciaux 
de M. Blakeslay, de M. Fleming et de MM. Rodet et Bus- 
quet et aux traités d'électricité générale de M. E. Gérard 
et de M. F. Lucas. 

Nous avons cité chaque fois autant que possible, la 
source à laquelle nous puisions nos renseignement» *t si 
parfois nous l'avions omis, ce serait involontairement. 
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PARTIE THÉORIQUE 



CHAPITRE PREMIER. 

Du courant variable. 



Lorsqu'une f . e.m.f) variable agit dans un circuit, n'ayant que de la 
résistance, la loi de Ohm est directement applicable et à chaque ins- 
tant, l'intensité du courant est donnée par le quotient de la f. e. m., 
par la résistance du circuit. 

Cette loi, ainsi énoncée, n'est pas applicable à priori, à tout 
circuit soumis à une f. e. m. variable, car la self-induction et la capa- 
cité (ou celle de condensateurs soit intercalés, soit placés en déri- 
vation) font naître des f. e. m., qui se combinent avec la f. e. m, à 
laquelle est soumis un circuit, et c'est à la résultante de ces forces 
seulement que peut être appliquée la loi de Ohm. 

On doit donc distinguer dans un circuit soumis à une f. e. m. variable : 

1° La f. e. m. appliquée (impressed electromotiv force) c'est-à-dire 
celle développée par une source extérieure (alternateur, induction 
d'un circuit voisin parcouru par un courant variable, etc ..), que Ton 
peut appeler aussi /. e. m. extérieure. 

Cette f. e. m. peut être la résultante de plusieurs autres. Nous dési- 
gnerons par ea, sa valeur instantanée et par E a sa valeur maximum. 

2° La f. e. m. due à l'induction du courant sur le circuit lui-même 
ou la f. e. m. de self-induction ou <F auto-induction. 

Nous désignerons par e$ la valeur instantanée de cette f. e. m. et 
par E, sa valeur maximum. 

3° La f. e. m, due à la capacité du circuit (ou à celle de condensa- 

(1) f. e. m. force électromotrice et «• i. self induction. 
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teurs intercalés dans ce circuit ou placés en dérivation) ou /.e. m. de 
capacité. t 

Nous désignerons par e<?, la valeur instantanée dé cette f. e. m. et par 
Ec, sa valeur maximum. 

4° Ces diverses f. e. m. donnent une résultante qui est la /. e. m. 
effective ou /. e. m. agissante. 

Nous désignerons par e e la valeur instantanée de cette f. e, m. et 
par E e sa valeur maximum. 

La loi de Ohm doit donc être énoncée, ainsi qu'il suit, dans le cas 
de courants variables : 

La valeur instantanée de Vintensité du courant dans un circuit, est 
donnée par le quotient de la valeur qu'à la /. e. m. effective au 
même instant, par la résistance du circuit. 

4 Lorsque le circuit n'a que de la résistance, la f. e. m. appliquée ou 
extérieure et la f. e. m. effective se confondent. 

Le f. e. m. de s. i. d'un circuit est égale et de signe contraire au taux 
de variation du flux magnétique qui traverse le circuit, dû au courant 
qui circule dans ce dernier, rapporté au temps. 

Si lorsque le circuit est parcouru par un courant de valeur instan- 
tanée t, le flux qui le traverse est Li', la valeur instantanée de la 
f. e. m. de s:i. est: 

__ d (LQ _ T di . dh 

et ~ 3^~-~" lJ 5ï~~ , w 

Si la perméabilité magnétique du circuit est constante (air, subs- 
tances non magnétiques, fer très éloigné de son point de saturation), 
L est constant et l'on a : 

t di 

L est alors le coefficient de s. i. du circuit. 
Nous admettrons dans ce qui va suivre que L est constant ('). 
Nous ne nous occuperons en outre que des f. e. m. et des courants 
périodiques alternatifs, variant d'une manière continue. 

(1) Nous étudierons au chapitre VII, le cas où la perméabilité du milieu n'est 
pas constante. 
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Nous appellerons durée d'une phase complète ou (Tune période, le 
temps que met la valeur de la f. e. m. ou de l'intensité du courant 
pour passer de zéro à zéro, après avoir atteint toute* les valeurs posi- 
tives et négatives intermédiaires. 

Nous n'envisagerons que des f. e. m. ou des intensités de courant 
alternatives passant périodiquement par les mêmes valeurs, c'est-à- 
dire dont les périodes sont toutes identiques. 

Si nous prenons pour abscisses, le temps écoulé à partir d'un instant 
donné, et pour ordonnées les valeurs correspondantes de la f. e. m. 
nous obtiendrons une courbe représentant la f. e. m. et ayant l'allure 
de la courbe de la figure 1. 




La longueur AB représentera la durée d'une phase; la portion de 
courbe ADEB, représentant une période, sera identique à la portion 
BFGC. 

L'équation de la courbe sera: 

y - e = f(x) =f(t). 

f (t) étant une fonction périodique alternative. 

La fonction périodique alternative la plus simple est la fonction 
périodique sinusoïdale que Ton peut représenter par l'équation : 

e = A sin kt. 
dans laquelle A et A sont des constantes, nous l'appellerons fonction 
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périodique simple, la f. e. m. représentée par une telle fonction sera 
une f. e. m. périodique simple. 

Supposons qu'une f. e. m. appliquée alternative agisse sur un cir- 
cuit pourvu de s.i. 

Si L est le coefficient de s. i. du circuit, et i la valeur instantanée du 
courant, on aura: 

11 est facile de voir que tant que l'intensité du courant augmente 

di 
(c'est-à-dire tant que Ton a -^ > o), la f. e.m. de s. i. est opposée à la 

f. e. m. effective (qui produit le courant) tandis que quand l'intensité 

du courant diminue ( -r < o ], la f. e. m. de s. i. est de même sens que 
la f. e. m. effective. 

Quand la f. e. m. effective a passé par sa valeur maximum positive, 
elle diminue tout en restant positive, puis elle passe par zéro et devient 
négative, en augmentant en valeur absolue, donc pendant tout ce 
temps laf. e. m. de s. i. est positive. Quand la f. e. m. effective passe 
par zéro la f. e. m. de s.i. étant positive, la f. e.m. appliquée (qui, et 
combinée avec celle de s. i., donne la f. e. m. effective) doit donc être 
négative, c'est-à-dire qu'elle doit déjà avoir passé par zéro. 

La s.i. a donc pour effet de faire retarder la phase de laf. e. m. effec- 
tive (et par conséquent celle du courant) par rapport à la f. e. m. exté- 
rieure ; elle produit par suite un décalage de phase en arrière. 

Si dans un circuit parcouru par un courant continu, on intercale un 
condensateur, ce dernier commence par se charger jusqu'à ce 
que ses bornes soient à une différence de potentiel égale à celle 
de la source, puis aucun courant ne circule. 

11 n'en est pas de même, dans le cas d'un condensateur intercalé 
dans un circuit soumis à l'action d'une f. e. m. alternative ; à chaque 
inversion de courant, le condensateur se charge et se décharge. 

L'intensité du courant dépend de la capacité du condensateur, 
car ce dernier doit absorber le flux électrique total. 

Si C est la capacité du condensateur, V la différence de potentiel 
à ses bornes, q la quantité d'électricité ou la charge, on a par défini- 
tion q = C. V ; 
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Si dq est la quantité d'électricité qui pénètre dans le condensateur 
pendant le temps dt, ou qui en sort, et i l'intensité du courant au 
même instant, cette quantité d'électricité peut également être ex- 
primée par idt. Nous aurons donc : 

dq = idt 
d'où : 

CdY ~dq = idt. 

dt ~*C' 

La différence de potentiel aux bornes d'un condensateur intercalé 
dans un circuit, agit comme une f. e. m. opposée à la f. e. m. effec- 
tives. 

Quand le courant (ou la f. e. m. effective) est positif, le conden- 
sateur se charge et la différence de potentiel de ses bornes augmente. 
Quand le courant a une intensité nulle, c'est que la différence de po- 
tentiel aux bornes du condensateur, est égale à la f. e. m. appliquée. 
Celle-ci doit donc être positive. 

La capacité a donc pour effet d'avancer la phase du courant (ou de 
la f. e. m. effective) sur la phase de la f. e. m. appliquée. 

Il y a donc encore décalage de phase, mais dans un sens opposé à 
celui que produit la s. i. 

Un circuit étant soumis à une différence de potentiel ou f. e. m. 
constante, on peui faire varier l'intensité du courant, en faisant varier 
soit sa résistance, soit sa capacité, soit sa s. i., soit à la fois sa résis- 
tance, sa capacité et sa s. i. 

On obtient ainsi, un courant variable, mais ayant toujours le même 
sens. 

Lorsqu'on applique à un circuit, possédant de la s. i., une f. e. m. 
constante E, le courant n'atteint pas instantanément sa valeur défi- 
nitive. En effet, on sait qu'à chaque instant il se développe dans le 
circuit, une f. e. m. de s. i.: 

t di 
La f. e. m. effective est donc : 

En appliquant la loi de Ohm, on a : 
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-n t ai 
E-L 5ï = n. 



Le travail instantané de la f. e. m. sera : 



et comme : 



Ei = ri» + Lt^. 
Li di = -5- . di\ 

TAdt = rPdt + jdP. 

Sous cette forme, on voit qu'une parlie du travail est dépensée 
pour vaincre la résistance du circuit, l'autre partie servant à accroître 
l'énergie intrinsèque. Quand le régime permanent est établi, le cou- 
rant est % et on a : 

E = ri, . 

L'énergie intrinsèque est alors : 



/ 



- L *■»=!£ 
2 ai 2 



L'intensité du courant i, qui circule dans le circuit pendant la pé- 
riode variable, est moindre que celle du courant qui y circule quand 
le régime permanent est établi, les choses se passent donc comme 
si la résistance du circuit avait augmenté ('). 

On a : 

E 








h : 


~* r - 




E 
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L #_ 

r dt 
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E 

r' 




E 


L rfl ' 





Pour trouver la valeur de l'intensité du courant il faut intégrer 
l'équation : 

(1) Dans le raisonnement ci-dessus, on suppose que le courant est uniformé- 
ment réparti dans le conducteur. (Voir à ce sujet les observations de la page 36) . 
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Erfi- ri d* = L rfi 

dfi dt 

E — rï ~~~ L - 

i * 

/* dt fdt 

J &~"~~ J L 



o 



1 T E— n * 

- 7 . Log. nep. -^g- = E 



-?(,_.-?) 



On voit que, théoriquement, le courant n'atteint jamais le régime 

E -- I 

permanent pour lequel on a, ?', = -, mais pratiquement e L = — -*j- 

diminue rapidement et au bout de quelques jnstants ce terme peut 
être négligé. 

Si la force électromotrice cesse brusquement d'agir, le circuit con- 
servant la même résistance, le courant ne cesse pas instantanément, 
mais son intensité diminue progressivement, on ace que Ton appelle 
Y extra-courant d'ouverture (si Ton rompt le circuit, ce courant se 
manifeste sous forme d'étincelle). 

La f. e. m. effective est alors la f. e. m. de s. i. : 

— L j , (ici ~ est négatif). 



On a donc 



r di 



E 
11 faut intégrer de i = i t = - à * = i et de / = o à t = t . 
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t =» 



y tb ï~ *j 



r 



T r* r 

Log, nep. ^ = — £ 



§=«"*'■ 



. E — I 1 ' 

i = .— e ** 

r 



On voit que théoriquement, le courant met un temps infini pour 
s'annuler, mais que pratiquement au bout de quelques instants, la 
valeur de l'intensité peut être négligée. 

L* " LE* 
L'énergie intrinsèque du courant est -J- = — - , la somme des 

Z ZT 

travaux instantanés, lors de la cessation du courant, doit avoir la 
même valeur. 

En effet, le travail instantané étant n'cft, la somme sera égale à 
l'intégrale prise entre les limites t = o et *=oo . 

On a : 

E -£'• 

r 

/'.,.-,./ ?.-¥- ..-[-^r.-ï'-l 

- kll 

pendant la durée t, de la période variable d'établissement du cou- 
rant, la quantité d'électricité, qui agit dans le circuit, est : 



o 



E , , EL -V E T 



— - 

Pendant la durée t, de la période variable d'ouverture, la quantité 
d'électricité qui agit dans le circuit, est : 



On a donc : 



j_ E , 



La quantité d'électricité mise en mouvement, pendant les périodes 
variables» est indépendante de L, et égale à celle qui circulerait dans 
le cas du régime permanent, pendant le même temps. 

Nous avons dit au commencement de ce chapitre que, si Ton fait 

varier d'une façon continue, soit la résistance, soit la s. i. ou ces 

deux quantités à la fois, quand une f.e. m. constante est appliquée 

à un circuit, on obtient un courant d'intensité variable. 

En effet, si on pose : 

r=/(0 
On aura : 



Si on pose : L=/(f), on aura 



*-rf + £|v(«)i=rt + f.*SÛ+/(0S 



(h 

dt' 



Si par contre, au lieu de varier d'une façon continue en fonction du 
temps, r et L varient en fonction de l'intensité du courant, ce dernier 
atteindra au bout de plus ou moins de temps son régime permanent. 
Si : r = f{i) f on aura : 

E =/(0 1 
Si : L = f(i), on aura : 

d 



Si : L = -: , on a : 
% 



E=n+|j/(,).-| 



E=r. + |(K)=r» 



et il n'y a plus de période variable. 
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CHAPITRE II 

Le courant périodique simple. 



§ 1 er . — DÉFINITION DE LA FONCTION PÉRIODIQUE SIMPLE ET TRACÉ 
DE LA COURBE REPRÉSENTATIVE. 

La fonction périodique simple, appelée aussi fonction périodique, 
ondulatoire ou fonction sinusoïdale simple, peut être représentée 
dans sa forme la plus générale par l'équation : 

y •= i/o sin (kt — <?) 

Dans laquelle, y » k et ? sont des constantes. 

En portant en abscisses, les diverses valeurs de t et en ordonnées 
les valeurs correspondantes de y, la fonction sera représentée par 
une sinusoïde. 

Pour deux valeurs de J, choisies de telle sorte que pour l'une 
M 4 = /3et pour l'autre A-J t =/3+ 2-, on aura même ordonnée. Pour 
deux valeurs de t choisies do telle sorte que kt x = p et que kt t ~=p -+-tc 
les deux ordonnées auront même valeur absolue et seront de signes 
contraires. 

Pour deux valeurs de t, choisies de telle sorte que l'on ait: 

1ct x = - — ^ — - n -|- * et Jet* = — —^ — - ?t — a 

les deux ordonnées seront égales. 
Pour : 

*« - ? - 5 . < - ~2T~ 

On a y = y (valeur maximum) ; 
. 2<? + 2* 
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\ valeur minimum). 

En général si n représente un nombre entier : 
pour 






pour 



* t = 



2o + (2n4-l)n 
2 



= ^yo 



La courbe représentative, sera constituée de portions identiques, 
symétriques par rapport à leur ordonnée maximum en valeur absolue 




L'/îv.* i ! 

^.-Jt-zt*— * 

'„ ..#:*'Jf--- 

>....#;*:« .---- J 

rig. 2 

(rfcyo)> placées de part et de l'autre de l'axe des x, comme l'indique 
la figure 2. 

y 




Cette courbe peut être tracée avec facilité, en employant la mé- 



-12 — 

thode indiquée sur la figure 3. On trace un quart de circonférence, 
de rayon égal à la valeur à l'échelle de y , on la divise en n parties 
égales, et pour chaque point de division, on mène une parallèle à 
Taxe des temps. 

La longueur ot 9 représentant à l'échelle adoptée la valeur de 
t= «t- sera divisée en 2n parties égales. Par les points de division, 
on mènera des ordonnées jusqu'à leur rencontre avec les parallèles 
à l'axe des temps, correspondantes. 

Les ordonnées élevées aux points de division l et 2n — l, corres- 
pondant toutes deux à la parallèle à Taxe des temps menée par le 
point de division l de la circonférence. 

On peut aussi se servir pour le tracé de la courbe de la table sui- 
vante, donnant la valeur des sinus des angles de 10 en 10 degrés. 



Angles 


Sinus 


Angles 


Sinus 


Angles 


Sinus 


Angles 


Sinus 








50° 


0,7660 


100» 


0,9848 


150° 


0,5000 


10° 


0,1736 


60° 


0,8660 


110° 


0,9397 


160° 


0,3420 


20° 


0,8420 


70° 


0,9897 


120» 


0,8660 


170° 


0,1736 


30° 


0,5000 


80° 


0,9848 


130° 


0,7660 


180° 





40° 


0,6428 


90» 


1,0000 


140° 


0,6428, 







Si T est la durée d'une période, c'est-à-dire si T représente le 
temps qui s'écoule pour que la fonction passe successivement par 
toutes ses valeurs, on aura : 

h T = 2* 






et la fonction pourra s'écrire : 

y= i/o sin 



GF'-O 



T est la durée de la phase, le nombre de phases par seconde ou la 
fréquence est : 

Les deux tableaux ci-après sont très commodes pour détermine 
la fréquence d'un courant quand k est donné, ou vice versa, pour 
déduire k de la fréquence donnée : 
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Fréquence 


Durée 








Durée 




ou nombre de 


d'une phase 




Fré- 




d'une phase 


k 


phases 


complète 






k 


complète 




complètes par 


en 




quence 




en 




seconde 


secondes 








secondes 


1 


0,15915 


6\288 


1 


6,28818 


r,ooo 


2 


0,31831 


3,142 




2 


12,56686 


0,500 


3 


0,47747 


2,094 




3 


18,84954 


0,333 


4 


0.63662 


1,571 




4 


25,18272 


0,250 


5 


0.79575 


1,257 




5 


81,41592 


0,200 


6 


0,95494 


1,047 




6 


87,69911 


0,167 


7 


1,11405 


0,898 




7 


43,98280 


0,143 


8 


1,27324 


0,785 




8 


50,26548 


0,125 


9 


1,43285 


0,698 




9 


56,54867 


0,111 


10 


1,59155 


0,628 




10 


62,8:1185 


0,100 



On pourra employer ces tableaux, comme l'indique l'exemple 
suivant : 
Pour un courant, onair 533, trouver la fréquence. 
Pour : 



k = 500. 
k= 30. 
k= 3. 



79,5750 

4,7747 

0,4774 

84,8272 



La fréquence sera de 84,8272, à la seconde. 

Le tableau suivant donne la valeur de k et la fréquence d'un cou- 
rant alternatif simple, pour diverses valeurs de la durée d'une phase 
complète. 



I1JIJ. ,1 .'"**■ 



.II..*-»*" 
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Durée d'une 






phase complète 


K 


Fréquence 


en secondes 






1,00 


6 


1 


0,60 


12 


2 


0,10 


63 


10 


0,05 


125 


20 


0,01 


628 


100 


0,005 


1.256 


200 


0,001 


6.283 


1.000 


0,0005 


12.566 


2.000 


0,0001 


62.882 


10.000 


0,00001 


628.818 


100.000 


0,000001 


6.283.184 


1.000.000 



Par un simple changement d'origine, la fonction périodique simple 
peut prendre la iormc : 

y = y Q sin kt = y sin tjt t 

il suffit pour cela de déplacer l'origine de : 

#- * - 2Ï 

l — k ~ 2*- 



La nomme ou la différence de deux fonctions périodiques simples 
de phases identiques, est une fonction périodique simple de même 
phase, que nous appellerons la résultante. 

Soient les deux fonctions périodiques simples : 

y = y sin (kt — ? ) 
On aura : 

rf = y a sin (kt - ï) 

y ± y y =zy sin (kt — ?) ± y sin {kt — f) 

y ± y* = sin kt (y cos ? ± i/ cos ?') — cos kt (y sin ? ± y' u sin *') 

Posons : 



»»■ ^* *Y' rmtr ^ ■•7"*nwv»- ■^■■" • ■^w-v*" ■ ■*.»■-"■•■ . — ^ ■ — . -H " » «j i - ^ 
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(1) y* cos 9 ± Vo cos ?* = y" cos 9" 

(2) y sin 9 =fc y a sin 9' = ^ sin 9" 
Nous aurons : 

y =fc t/ = y£ sin A*, cos 9" — y ' cos kt. sin 9" 
y±y' = y» sin (Ai — 9") 

Des équations (4) et (2) nous tirerons : 

t w _ Vo sin 9 ± y sin 9' 
? yo cos 9 ± y cos 9' 

y" 1 1 cos» 9 "■ + sin 1 9" j = *S | cos* 9 + sin 1 9 j + VÏ j co* 1 9' + sin 1 *'( 

± 2 yo y\ (sin 9. sin 9' -+- cos 9. cos 9') 

y" ' = A + Vo ±2yoy' cos (9 - 9*) 

La valeur de y" est toujours réelle, car y"* est toujours positif. En 
effet, la valeur maximum de cos (9—9') est i . La valeur minimum de y"*- 
sera: 

y'" = A + Vo - 2y D yo = (yo - k) a - 
Si par exemple : 

y = yo sin A*, 
y* = yo sin (fa + n). 
On aura : 

y y * = yl + p'o + 2£ cos* = 2 ri- 2 *; = o. 

Quand deux fonctions périodiques simples de même valeur maxi- 
mum et de même période, sont décalées dCune demi-période, leur 
somme est nulle. 



■ ■ . ■ y.\i — r : T**"»j^r B "r- 



, « l fHTO' f T^' 
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La figure 4 représente deux fonctions périodiques simples. 




y» =v/2yo. 

En additionnant les ordonnées des deux courbes, sur la figure, on 
arrive au même résultat. 

Q 

Eu effet, les deux courbes se coupent en A, pour kt = — . 
L'ordonnée de la première courbe étant : 

Q — 

y = y sin ^= 0,707 yo 
Celle de la deuxième : 

y' = yo sin (-^ — ~ J = y sin j =0,707 #a 

L'ordonnée de la résultante sera : 

^ = y + • = 1,414* =^ff. 

la rémltante de deux fonctions périodiques simples de phases dif- 
férentes, n'est pas une fonction périodique simple, mais elle peut être 
une fonction périodique. 
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Soient 



y = yo sin (ht — o) 

y' = y>n (*'<-?') 
y" = y + y' = y tf sin (fo — <p) + yà sin Çtt — *', 

quand on aura, n et n* étant des nombres entiers : 

y" = yo sin (fc — ? + 2n«) + yi, sin (Vt - ?' + 2 n'*) 
a fonction reprendra la même valeur; on peut écrire : 

y" = y sin { A* 4 — ? j + y; sin { U t t — ?' j 
ce qui exige que : 



l n w 2 n' n 



n n' 



n==n 1? 



n' sera le plus petit nombre entier rendant le produit n' -, entier. 




Fig. 5 



La courbe de la figure 5 représente la résultante de deux fonctions 
périodiques simples, pour lesquelles nous avons : 

TRAITÉ D'bLBCTRICITÉ 2 



en posant : 
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y = gin ht y* = sin tt t = sin 2 A*. 



, k ,1 



on aura : 

n' = 2. n = 1. 

L'ordonnée moyenne d'une fonction périodique simple est nulle, 
mais on appelle valeur moyenne de la fonction, la valeur moyenne 
positive de F ordonnée pour une demi-phase. 

On peut par un changement d'axe et de variable, ramener la 
fonction à la forme : 

y = yo sin x 
on aura : 

ynoy = yi f sin .* = 6 {_-«••]=*? 

J X = 

x = o 



g 2. — Calculs préliminaires. — Dans les calculs qui suivront, nous au- 
rons souvent à chercher les valeurs moyennes entre A t = o et A t = *, 
des fonctions suivantes : 

(1) sin .(fa ± a) (2) sin fa. cos fa. 

(8) sin* (A* ± «) (4) sin fa. cos (fa ± a) 

(5) sin (kl ± a) cos (fa) 

que nous allons déterminer de suite. 
1° Valeur moyenne de sin (AJrta) : 

y = sin (fa ± a) = sin fa. cos a ± cos fa. sin a. 

2 
La valeur moyenne, de A t = o à A I i^=* de sin A/ est -. 

La valeur moyenne de cos Al sera égale à celle de cos x. 

1 f* * if • 1 

- / cos ». dx = -I sin a: I =o 
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La valeur moyenne de &=0 à M=k de sin (kt±:z % 
sera donc : 

2 

- cos a» 



ht=n 

I sin (te ± «) I =r - cos * 
te=o 
2° Valeur moyenne de sin ht cos kt. 



(sin kt. cos kt) moy = - / sin a:, cos * dx 

o 
en posant : 

sinx — u. cos xdx=dv. 

nous aurons : 

du = cos a? d* r = sin x. 

/ u dv = uv — / v du* 

T. 

! sin or. cos x dx = [sin* afl — / sin a\ cos x . <fo. 
I sin 2 a; I = sin 2 * — sin 2 o = o 

I 



o 

n 

sin x . cos a? . dx = 




donc 



I sin te. cos te 1= o 
te=o 
3° Valeur moyenne de sin* (M ± a). 

sin* (*t ± a) = 

sin* kt cos *« -h cos * kt sin 1 * =fc 2 sin AI cos M sin x cos ? » 
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La valeur moyenne de sin ■ kt est : 



sin'a. dx. 
o 



en posant : 

sin x = u. sin x . dx = dv. 
on aura 

du = cos x.dx v = — cos x. 
§ 8in*rcda;=— sin». cosa-f- / coa*xdx=— sin a?, cos a; -j- s— / va^xdx 

/„:_a ^ * sin a?, cos a? 
«Me = 2 g 



1 /^ . . . « 1 
- / sin 1 x. dx=-s- = 5 
«y 2* 2 



D'après ce qui précède : 

/ cos" x dx = / sin f a? da; + sin a? cos a?. 

Par suite : 

* x 

- / cos 1 a? dx = - § sin* « dx = ^ • 
o o 

Comme la valeur moyenne de (sin kt cos kt) est zéro, nous aurons : 
te = n 

[sin 1 (te ± a)~J = i (sin* a. + cos 1 a) = î . 
ht=o 
4° Katewr moyenne de : 

sin te cos (te ± a). 

sin A4, cos (te ± a) = sin te. cos A*, cos « =F sin 1 te. sin a 

la valeur moyenne de sin kt cos kt est nulle, nous aurons donc : 

ht = K 



sin te. cos (te ± a) I = + - 



^ . sin «. 



ht = o 
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8° Valeur moyenne de : 

sin (fa =t a) cos fc. 

sin (fa ± a) cos fa = sin fa. cos fa cos a ± cos 1 fa. sin a. 
fa = * 

I sin (fa ± a) cos fa I = ± * sin a. 
fa=o 

6° Dan* fa théorie des moteurs polyphasés, nous aurons à appliquer 
les théorèmes suivants, que nous allons démontrer: 
a. La somme des sinus ou des cosinus de n angles formant une 

progression arithmétique dont la raison est — est égale à zéro. 
Soient : 

S=sin« + sin(«±Ç) + . . . + faf*± 2 J»±& K > \ 
S'=cos«+cos(«±Ç) + . . . + m f*±*ÎS=2i n \ 
S = sina j 1 + cos — + cos - +. . + cos l^izll K i 

. f . 2r. , . 4* . . . ft ( n - 1) n\l 
± cos « Bin f-sm 1-. . +ginf ) 

2? = COS « I 1 + COS 1- COS — . . . + C09 ( * J I 

. . f . 2* . . 4* , . . /2(n — 1A 1 

usinai sin [-sin — [-. . . + sin(^-^ — -J* 

11 nous suffira donc de démontrer que : 

A . fa , . 4* , , . /2(n — 1) \ 

A=sin Hsin— +. . . . +sin(— -k ) = o 

n l n l l \ n J 

„ t , 2* , 4* . . /2(n — 1) \ 

B = 1 + cos 1- cos [- • . + cos ( — • x ) = o 

Comme : 



nv-fTJ-TT; — • •■■•»» «ç vr 
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. {2(n- 1) \ . A, 2k\ . 2k 

8in ( — * r. J =sin (2k J = — sin — 

. f î(n — 2) \ . / 4k\ . 4k 

sinf — k )== sinl 2k ) = — sin — . 

\ n J \ nj n 

tous les termes de À s'annulent donc deux à deux. 

Sin est impair, la somme comporte un nombre pair de termes, s'an- 
nulant deux à deux ; si n est pair, le terme du milieu est : 



sin 



ci \ . 

y — k J = sin k = o. 



On aura donc dans tous les cas À= o. 

Pour démontrer que B est également nul, nous pouvons l'écrire : 

t* i_i_ 2 *. (** « 2-\ . /2*. 4k\ , , /2k , 2(n-2) \ 

B=l + cos-4- C03 (-+-) + Hn+ n) +"+ C ° 9 U +_ *) 

B = l + co8?i:;i4cos^ + cos^+ + m (*JZL=*L *\\ 

. 2n| . 2k . . 4k . , . / 2(n— 2) M 
— sin — j sin — +8in — + . . . . + sin ^ - k jj 

t> i . 2KI., /2(n — 1) \> . 2k( a . /2(n— 1) \) 

et comme À = o, il restç : 

u ii 2k J ., /2(n— ]) \) . . 2k . /2(n— L) \ 
B = 1 + cos — j B — cos ( -^ — - k M + sin — sin l — ^ 1 k J 

pfi ™« **\ i ^ 2 * ^ /2(n--l)K\ . . 2k . /2(n — 1)k\ 
B [} * coa TJ = 1 - C0S TT • C ° 8 ( , h ) + Sin T • Bin ( n ) 

b(i-co8Ç)=1-co 8 JÇ+^^kJ=1«co82k = 1-1 

B = o 

6 . La somme des sinus ou des cosinus de n angles, formant une 

4k 
progression arithmétique dont la raison est — , est égale à zéro. 

n 

Il nous suffira comme dans le cas précédent de démontrer que : 



""»" m 1KV* 



A . 4k . . 8* . . . 4(n— 1) 

A = stn h sin h + sin — : * = < 



t> i i 4k. 8k . . . 4 (n— 1) 

B = 1 + cos « — h cos h, . . + sin — -^ k = o 



comme précédemment, les termes de A s'annulent deux à deux, on a : 



. 4r . 4(n— 1) 

sin — = — sin k car 

n n 



sin 



4(n-l) . /. 4k\ . 4k 

-^ k = sm (4k ) = — 9in — 

n \ n / n 



. 8* . 4(n— 2) 

sin — = — sin k car : 

n n 



sin 



4(n-2) . A 8k\ . 8k 

* k = sin ( 4k } = — sin — 

n \ n/ n 

si n est impair, le terme du milieu est : 

sm ^ x J = sin 2% = o 

On aura donc dans tous les cas, A = o. 

Pour démontrer que B est nul, nous pouvons écrire : 

• -■+« $+-(?+ ?) + ••• +-(?+ i^) 

B = 1 + cos — f 1 + cos — + . . . + cos -^-jj — k j 

. 4k ( . 4k . . 8k . . . 4(n— 2) ) 
— sm — ) sin H sin h . . . + sin k . 

d'où : 

« i l ^'fn 4(n-l)\ . 4k l. . 4(n — 1) f 

B=l+cos— (^B-cos — - — j r -sm-.jA-sin — — «j 



o^PIVPf^l^MF^J ".' * ," ' ■' 
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et comme A = 0. 

„ / \ 4*\ , 4* 4(n — 1) , . 4* . 4(n—l) 

B ( 1 — cos — ) = 1 — cos — . cos ic + sm — . sm r. 

\ nj n n * n n 

i> A **\ - (4% . 4(n— 1) ) , . 

B(l — cos— 1=1 ■ cos | \- cos — «1=1 — cos 4 ic = o. 



B: 



§3. — FORGE ÉLBCTR0M0TRICE PÉRIODIQUE SIMPLE, AGISSANT 
DANS UN CIRCUIT DÉPOURVU DE CAPACITÉ ET DE SELF-INDUCTION. 

Dans un circuit dépourvu de capacité et de s. i., la f. e. m. appli- 
quée et la f. e. m. effective se confondent. 

Si dans un circuit de résistance r, agit une f. e. m. appliquée dont 
la valeur instantanée est donnée par une relation de la forme : 

e a = E* sin ht. 

La valeur instantanée de l'intensité du courant sera : 



I = -- = — «n fe . 

r r 



La valeur maximum de la f. e. m. sera : 
La valeur maximum de l'intensité sera : 



T Ea 

r 



La valeur moyenne de la f. e. m. sera (page 18) : 

Jbmoy = — ""■" 

La valeur moyenne de l'intensité du courant sera : 



, _ 2 E„ 

*moy — • 



La valeur instantanée du travail sera donnée par : 



r 



e a t = — 8in t kt. 



La valeur moyenne du travail sera : 

1 moy = \ f- a - sin- fc.cfc = 0,50^ 

*J r r - 



On voit que cette valeur n'est pas égale au produit des valeurs 
moyennes de l'intensité et delà f. e. m. qui est : 



W» 0,405.^ 



On a été ainsi amené à considérer deux nouvelles quantités la 
f. e. m. efficace et r intensité efficace, dont le produit est égal au 
travail moyen dépensé dans le circuit. 

La f. e. m. efficace est la racine carrée du carré moyen de la 
f. e. m. 



E «// = y/ ('«•)"»*/ = y/<E«* 8in« kt)moy = 77==- 






L'intensité efficace est la racine carrée du carré moyen de l'inten- 
sité. 



On voit que le produit est bien égal au travail moyen. 

La déviation de l'électro dynamomètre est, comme nous le ver- 
rons, proportionnelle au carré de l'intensité efficace d'un courant 
périodique simple. 



§ 4. — MÉTHODE GÉNÉRALE POUR LA RÉSOLUTION DES PROBLÈMES 

RELATIFS AUX CIRCUITS POURVUS DE CAPACITÉ ET DE SELF-INDUCTION, 

DANS LESQUELS AGIT UNE FORCE ÉLECTRO-MOTRICE APPLIQUÉE, 

PÉRIODIQUE SIMPLE. 

Comme nous l'avons vu, lorsque le régime permanent est établi, 
l'effet de la capacité et celui de la s. i., est de décaler le courant (ou 
la f. e. m. effective) par rapport à la f. e. m. appliquée. 

Comme nous le prouverons dans les chapitres suivants, dès que 
le régime permanent est établi, là f. e. m. effective (ou le courant) 
est toujours exprimée par une fonction périodique simple (si natu- 
rellement, le coefficient de self-induction est constant) c'est-à-dire en 
somme que la capacité et la s. i. font naître des f . e. m. périodiques 
simples de même phase que la f . e. m. extérieure. 

En admettant ce principe, les problèmes peuvent être résolus d'une 
manière très simple, en effet on pourra écrire que le courant (ou la 
f ê e. m. effective) est une fonction du temps, de la forme : 

i = X. sin (ht — f) 

La valeur instantanée de la f. e. m. de s. i. sera : 

Si le circuit a de la capacité, on aura : 

dV __ ^ — x * «M** — y ) 
dt ~~ 0"" C 

et — V sera la force contre-électromotrice due au condensateur. 

En appliquant ensuite la loi de Ohm ouïes lemmes de Kirchhoff, on 
pourra établir une relation entre la f. e. m. appliquée (connue) et les 
f. e.m. de s. i., de capacité, et l'intensité du courant. On arrivera de 
la sorte à une équation permettant de calculer les deux inconnues 
Xety. 
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On pourra aussi à l'inverse supposer que l'intensité du courant est 
connue, et en déduire la valeur de la f. e. m. à appliquer au circuit, 
pour donner naissance à ce courant. 

Cette manière de procéder n'est naturellement applicable que 
quand on suppose le régime permanent établi. 

En résolvant les problèmes par celte méthode, on arrive à une 
équation finale dont la forme la plus générale est la suivante : 

A sin kt + B cos ht + C X sin (kt — ?) + D X cos (ht — f) = o 

d'où l'on peut tirer X et y, en donnant à t diverses valeurs. 

En faisant successivement kt=o et kt= 5 , on aura : 

z 

B — CXsin? + DXco8? = o 

A + CXcos?+DXsiny = o 

En multipliant la première relation par C, et en en retranchant la 
deuxième multipliée par D, on aura : 

BC - AD - X.sin y J C* + D*) = 
d'où 

BC — AD 



(1) X.sin f ■■ 



C« + D* 



En multipliant la première relation par D et la deuxième par C, 
et en les ajoutant on aura : 

BD + AC + X cos ? j C* + D*) = 

zo\ v AC + BD 

(2) Xcos?^- c* + D» ~ 

On aura donc en divisant (1) par (2) : 

(3) te * - A P - BC 
w tg * ~ AC + BD 
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En élevant au carré les équations (1) et (2) et en les ajoutant on 
aura : 



_ B»C« + A'D» — 2 ABCD + A«C» + B«D« + 2 ABCD 
A "" (C* + D») i 



... ,„ (o» + d*)(A'+b«) _ A' + B » 

w A ~~ (C f + !>')■ ~~" C» + D* 



Les équations i, 2, 3 et 4 nous serviront ultérieurement pour la 
résolution d'un grand nombre de problèmes relatifs aux courants al- 
ternatifs . 



g 5. — FORCE ÉLECTOOMOTRICB PÉRIODIQUE SIMPLE AGISSANT DANS UN 
CIRCUIT AYANT DE LA SELF-INDUCTION. 



Si, e a » Ea sin kt est la valeur instantanée de la f. e. m. appliquée 
au circuit de résistance r , dont le coefficient de s. i. est L, constant 
en désignant par / la valeur instantanée du courant, nous aurons: 

T di 
e "- L dt =zn 

ri + Lj = ^o = E« sin kt 



Equation différentielle du premier ordre. 

En posant: 

t = y. z. 

nous aurons : 

di dz , dy 

dt~ y -dt^ z 'Tt 
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ryt + L. y -tt+ L. t -£ = E a sin A* 

(1) *(ry + L.^) + L.y£=E„sin*< 

Choisissons la valeur de y de manière à rendre le terme entre 
parenthèses nul. 
Pour cela, il nous suffira de poser. 



on aura 



ï- -i <~ x 



■?!. 



r r 



pour simplifier posons 



r 
= a 



I 
L'équation (1) deviendra 

L.y ^ = L r" - = E a sin ht 

dz =?j? e" *in kt dt 
et en intégrant 

z=C + Tjf*" sin ht \dt 

Pour résoudre l'intégrale posons 

é«* <fc = <&. sin ht = u. 

r = - e at . du= h. cob ht 

a 

Ju. dv = uv —Jv du 
f&* sin ktdt.=- e*' sin & fe at cos ft. <ft 
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et en posant 



e*t dt = dv* cos te = u 9 



v' = - e ai . du 9 = — h. sin kt. dt. 

a 



nous aurons 



d'où 



/ e at cos kt. dt = -e ai cos ht. — - /V< sin fo. dt. 
(l + £î)/« al sin in. dt = i ««' sin & - £ cos kt 



/ 



c ai sin £f . dt = li ^5 j a sin & — k cos **( 



^ = C + a «i.jfci « a< T7 | « sin ** - * cos** | 
. = y* = C. *-"' ^+ _L-^j «sin fc - *. cos b j 

Le terme e-<", diminue rapidement, de sorte qu'on peut admettre 
que le régime permanent est pratiquement atteint au bout de quelques 
instants, on aura alors : 



1 a 



' 4, M T7i q 8 * n fà """ * cos *' ( = , , M i* a fi î n kt + b sin (kt— ^J 



Sous cette forme, on voit que l'intensité du courant est exprimée 
par une fonction périodique simple (car il a été démontré que la résul- 
tante de deux fonctions périodiques simples de même phase est une 
fonction périodique simple de même phase, page 14) . 

La f. e. m. effective, dont la valeur instantanée est ri, est égale- 
ment une fonction périodique simple. 

Nous sommes donc autorisés à employer la méthode générale et 
à poser 

i = X sin (kt — <p) 
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nous aurons: 

-jr = k. X cob {Jet — ç) 

L'équation générale de l'induction deviendra 

rX . sin {ht — ? ) + h L X. cos (ht — y) = E tf sin fa 
E a sin ft. — r X. sin (** — ?) — £L.X. cos (ib* — f ) = o 
En nous reportant a l'équation générale, nous aurons 

A = E a B = C = — r D = -*L. 
Nous aurons donc : 



AD ,D *L 



V ._ A' + B» _ E«» 



X= E 



\/r« + ** L* 



ou bien 



avec 



tg ? = — 

Cette expression de la valeur instantanée du courant, peut être mise 
sous une autre forme; en effet, 

1 1 r 

d'où 

v/H a» L* = — 

. COS? 



«fsH' - èf 



par suite 



= —=008? 



E 

i = — cos ? sin (kt — y) 



La f. e. m. effective dont la valeur instantanée est e e sera: 



r E 
$t = n'= , * = sin (tt — <p)=E tt . cos?. sin (fc — ?) 



Comme A, L et r sont essentiellement positifs, le décalage sera 
toujours compris entre et 5 c'est-à-dire entre et 90 degrés. 
La valeur instantanée du travail sera : 



e a * = — " cos y. sin kt. sin (kt — ?) 
r 



ed = — ° cos ? j sin* £t cos f — sin £t. cos kt. sin ç | 



Le travail moyen sera 

(«aOMor = 2 r * Page 19 ^ 

f é /) - E '« r' __E' a r 

* W " V " 2r (r*+**L»)-*T<r'+*»L«) 



L'intensité efficace est: 



to,= mZy=tffè^f.tà*ç>t-t)) =^fc* (**•*»> 



«V/=-^ r - Ea 



r v^2 v/r* + *» L* Jï. y/r* + k' L' 

La f. e. m. efficace sera: 



-8tf- 



(*)«//= V W.W =V[E'« cos* 9. ain« v *< -9)]--y = ^Jf 5 (Pft * a20 J 



(*«)«// = 



E« 



\të V r» + *• L* 



Le produit de l'intensité efficace par la f. e. m. efficace est bien 
égal au travail moyen. 
L'intensité moyenne est: 



i E 
imoy = j — 2 cos 9. sin (ib* — 9) ( 



Cette valeur moyenne prise entre M — f = o et M — 9 = * t est: 
2 E a 2. El 1 

L'intensité efficace, ainsi que la valeur moyenne de l'intensité du cou- 
rant, sont identiques à celles qui proviendraient de la même f . e. m. 
extérieure agissant dans un circuit dépourvu de s. i. et ayant une résis- 
tance Vr* h- A* L\ c'est pour cela que Ton donne souvent à cette der- 
nière quantité le nom de résistance apparente du circuit. 

La f. e. m. de s. i. est: 



T di &LE a , 1jt x 

e t =— L -r = cos 9. cos (kt — 9) 

ut r 



Le travail moyen produit par cette f . e. m. sera 

(eti)moy = j ^-pr- cos 1 9. sin (kt — 9) cos (kt — 9) | 



moy 



cette valeur moyenne est égale à zéro (page 19). 
L'intensité maximum est 



= cos 9 

r 



L'introduction d'une s. i. dans un circuit a donc pour effet, de dimi- 

TRAITÂ D'ÉLECTRICITÉ 3 
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nuer dans le rapport de cos ? à 1, l'intensité moyenne, l'intensité 
efficace et l'intensité maximum du courant. 

Le travail moyen de la source, ainsi que celui dépensé dans le cir- 
cuit sont diminués dans le rapport de cos 2 ? à i . 

L'introduction de la s. i. n'a donc en somme pour résultat d'aug- 
menter larésistance du circuit dans le rapport de V r* -+- k % V à r. 

En remplaçant k par ■=- , T étant la durée d'une période (page 12), 
les équations pourront être mises sous la forme : 



E« . /2* \ E a v/2*, \ 

y r + tt l 

La durée du retard est 



Tk*- 



On peut encore mettre l'équation sous la forme : 

E„ 



•»+¥©' 



/ . 2* \ 

n»/L\A T / 



On voit sous cette forme, que la résistance apparente pour un 
nombre d'alternances à la seconde donné qui est : 



. V+¥©' 



dépend essentiellement de la constante de temps — du circuit, il 

en est de même du retard car 

£L_ 2*L 

7"Tr 



tg ? = -r = y : 



Le décalage est d'autant plus grand que le nombre d'alternances à 
la seconde est plus élevé, c'est-à-dire que T est plus petit. 
' Il est facile de tracer les courbes représentant les diverses f. e. m. 
en fonction du temps. On a : 
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f. e. m extérieure appliquée e a = E a sin kt. 
f. e. m des. i es = — — E a cos ? cos (kt — j) 

f. e. m effective e e = E a cos y sin (M — ?) 

La f. e. m. effective est la résultante de la f. e. m. extérieure et de 

la f. e. m. de s. i. 

e e = e a + * 

Pour e a = e e on a «, = o, e e est maximum. Il en résulte que, la 
courbe de la f. e. inappliquée, coupe la courbe de la f. e. m. effective, 
aux points où la valeur absolue des ordonnées de cette dernière est 
maximum. 

Pour e,= o on a e a = e ty et e t est maximum. 

Il en résulte que : 

Les points où la courbe de la f. e. m. effective coupe Taxe des 
temps, correspondent aux maxima de la courbe de la f. e. m. de s. i. 
et qu'en ces points l'ordonnée de la courbe de la f. e, m. extérieure 




Fig. 6. 

est égale et de signe contraire à l'ordonnée de la courbe de la f. e. m. 
des.i. (figure 6). 



Les conducteurs présentant une grande surface tels que ceux qui 
ont la forme de bandes, de tubes, de cordes, etc., offrent moins de 
résistance au passage d'un courant alternatif, qu'un conducteur 
cylindrique. 

Ceci peut être attribué à la s. i. ; en effet, si Ton suppose le 
conducteur divisé en une infinité de filets, chacun de ces filets sera 
parcouru par un courant alternatif et ce courant tendra à induire 
dans les filets voisins un courant de sens contraire. Ces réactions 
seront donc plus fortes dans la masse du conducteur où les filets 
sont plus nombreux qu'à la surface. 

Si le conducteur était formé d'un métal magnétique, l'effet serait 
encore accru. 

Sir William Thomson a indiqué dans le tableau suivant, l'augmen- 
tation de résistance des conducteurs cylindriques en cuivre de divers 
diamètres, pour un courant alternatif ayant 160 périodes à la se- 
conde (ce qui correspond à la moyenne des fréquences des courants 
industriels et à k = 500 environ). 



DIAMÈTHB8 EN MILLIMETRES 


COEFFICIENT 


0,5 


1,0000 


1,0 


1,0001 


1,5 


1,0258 


2,0 


1,0805 


3,0 


1,8186 


5,0 


2,0430 


10,0 


8,7490 


15,0 


5,5782 


20,0; 


7,3250 



La résistance apparente augmente, comme nous l'avons vu avec 
la diminution de la durée de la phase du courant alternatif (1). 
Dans les cas de grande fréquence, le courant se porte entièrement 

(1) Consulter à ce sujet: les études de H. Brylinski, sur la f. e. m. nécessaire pour produire 
an courant d'intensité rariable le long d'un conducteur cylindrique. L'Électricien année 1890. 
No 335 p. 97 et No 359 p. 193. 
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à la surface, c'est ainsi que l'on peut expliquer l'inocuité des cou- 
rants alternatifs à hauts potentiels et à grandes fréquences qui, ne 
pénétrant pas dans le corps, n'intéressent pas les nerfs (1). 

M. le professeur E. Gérard a calculé le coefficient de s. i. d'un cir- 
cuit formé par deux conducteurs cylindriques (2) parallèles. Le coeffi- 
cient est par unité de longueur 



L, = 2(2|t.log w £+|i') 



r est le rayon des conducteurs, d l'écartement de leurs axes, p la 
perméabilité du milieu qui environne les fils et u' la perméabilité du 
métal dont ils sont constitués. 

Dans le cas de conducteurs en cuivre, suspendus dans Tair on a 
sensiblement 



y,*2(21og w J+l) 



M. Eric Gérard fait les observations suivantes relativement à ces 
formules. 

On remarquera que l'expression logarithmique donnant la valeur 
du flux dans l'espace, qui sépare les conducteurs, montre que l'in- 
duction diminue rapidement à mesure qu'on s'écarte de ceux-ci, c'est- 
à-dire qu'à partir d'un certain écartement des conducteurs, on n'ac- 
croit pas sensiblement le flux en augmentant leur distance. 

On peut donc dire que dans un circuit de forme quelconque, la s. i. 
est proportionnelle à la longueur des conducteurs qui composent le 
circuit, pourvu que ceux-ci soient suffisamment éloignés. 

La part du coefficient de s. i. due aux dimensions en section de 
chaque conducteur est simplement exprimée par p'. Cette quantité 
est négligeable lorsque p. étant égal à p, la distance d est grande 
relativement à r, ou encore lorsque la perméabilité |x est très consi- 
dérable vis à vis de y.'. On a un exemple du premier cas, dans deux 
fils de cuivre tendus dans l'air, à la manière des fils télégraphiques. 

(1) Voir la communication de H. le docteur A. d'Arsonval, sur les effets physiologiques de 
l'état rariables et des courants alternatifs en particulier. Bulletin de la société internationale 
des électriciens du mois d'ÀYril 1892. No 87. 

(2) Eric Gérard, Leçons sur l'électricité. Tome 1 page 22? et suivantes. 
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el en posant 

t*t dt = dv' cos ht = tt' 

»' = - « a/ . du' = — h. sin £*. rf*. 

a 

nous aurons 



/ «"< cos £f. d* = - *"' cos ht. — £ /V' sin ht. 



d'où : 



(l + ^fe*' «a **. tf< = i e«* sin *f — • cos ht 



f 



1 « a '( i 

*' sin J*. <ft = jr, — J a sin & - * cos kt\ 



z=zC + q , + P <<tf Tf i a sin *' - * c08 *' | 

,=^ = C. e- a/ ^+«^ f ^jasin^--/fc.cos^J 

Le terme «-«', diminue rapidement, de sorte qu'on peut admettre 
que le régime permanent est pratiquement atteint au bout de quelques 
instants, on aura alors : 



(t . La T7( q mû & ~" * cos *' 1 = , , fcT T \ a %*b kt +b&in(kt— z) 



. 1 Eq 



Sous cette forme, on voit que l'intensité du courant est exprimée 
par une fonction périodique simple (car il a été démontré que la résul- 
tante de deux fonctions périodiques simples de même phase est une 
fonction périodique simple de même phase, page 14). 

La f. e. m. effective, dont la valeur instantanée est ri, «st égale- 
ment une fonction périodique simple . 

Nous sommes donc autorisés à employer la méthode générale et 
à poser 

i = X sin (kt — y) 
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nous aurons: 

-jt= k. X eos (Jet — ç) 

L'équation générale de l'induction deviendra 

rX . sin (tf-f) + iL X. cos (ht — y) = E tf sin ** 

E a sin *f . — r X. sin {Jet — ?) — XrL.X. cos (J* — f) = o 

En nous reportant a l'équation générale, nous aurons 

A = E tf B = C = — r D = — *L. 

Nous aurons donc : 

AD ,D hh 

V ._ A' + B' _ E«» 



X= E 



\Zr« + ** 1/ 



ou bien : 



avec 



''~7^T^ 8in( *'~ rt 



tg f = — 

Cette expression de la valeur instantanée du courant, peut être mise 
sous une autre forme; en effet, 

1 1 r 

d'où 

x cosç 



4g y : 
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AD — BC _ 1_ 

AC + BD ~ D ~" kcr 



** - A, + B> __ _ 2! k * p. - 1 E» 



Comme A, c et r sont positifs, la valeur de tg ? est négative, le 
courant est décalé en avance, ce que nous avions du reste démon- 
tré (page S). 

Nous obtenons donc les mêmes formules que pour le cas du circuit 
pourvu de s. i. en remplaçant : 

T 1 

L, par 



Nous auronâ : 

E E 

i = — a = sin (Jet — y) = — - oos ?. sin (Jet — < 



v/-+^ 



C È 
COBf = 



\Z'++, 



f est donc négatif et est compris en valeur absolue entre o et ? 

z 
L'intensité efficace sera : 





E tf cosf 




r )/2 


l'intensité moyenne : 






2E« 
— cos,. 


la f. e. m. efficace : 






E« 

-7=r C08f. 

y/2 


a f. e. m. effective moyenne 


>: 




2E„ 
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Le travail moyen sera encore égal au produit de l'intensité efficace 
par la f. e. m. efficace. 

Ti„«^. . cos**. 

La quantité l/ r 1 + -p-p , pourra encore être appelée, résistance 
apparente du circuit. 

L'introduction d'un condensateur dans un circuit a donc pour effet 
de diminuer dans le rapport de cos <p à 1, l'intensité maximum, l'in- 
tensité moyenne et l'intensité efficace. 

Le travail moyen de la source, ainsi que celui dépensé dans lé cir- 
cuit, sont diminués dans le rapport de cos* <p à 1. 

En remplaçant k par sa valeur : 

T 



on aura 



fc^-^r' 



Le décalage sera donc d'autant plus considérable, que la capacité 
du condensateur et la résistance du circuit seront plus petites, et que 
le nombre d'alternances à la seconde sera moins élevé (c'est-à-dire 
que T sera plus grand). 

La valeur instantanée de la différence de potentiel aux bornes du 
condensateur sera : 

V= f - dt = — cos ? f sin (ht — f) dt = 

%s C TC %f 

E 

= j-~ c oa f cos (fc — f) = — E« sin ?. cos (ht — ?) 

Cette différence de potentiel sera donc toujours plus petite en va- 
leur absolue que la valeur maximum de la f. e. m. extérieure. 
On aura : 
Force électromotrice appliquée e a = E a sin ht. 
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F. e. In. due à la capacité ou différence de potentiel aux bornes du 
condensateur 

e e = — E a sin ? cos ( ht — <?) 

F. e. m. effective 

e ê = E a cos ? sin (kt — <p). 

On pourra tracer ces diverses courbes (fig. 7). 




ng.1. 



On voit que : 

Les ordonnées des courbes de la f. e. m. extérieure et de la f. e. m. 
due au condensateur sont égales et de signes contraires, pour les 
points dont l'abscisse commune correspond aux points où la courbe 
de laf. e. m. effective coupe l'axe des x. 

Les ordonnées de la courbe de la f. e..m. effective sont maxima en 
valeur absolue, aux points qui ont mêmes abscisses que les points où 
la courbe représentant la f. e. m. due au condensateur coupe Taxe 
des x. 

La suppression du condensateur revient à faire c infini dans les for- 



TT^~ 
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mules, c'est en somme couper le circuit et mettre ses extrémités à la 
terre sans qu'il y ait de résistance au contact. 

Le cas de c == o, équivaut à la rupture du circuit. 

Il reste à vérifier si la capacité du condensateur est suffisante pour 
absorber le flux de force. 



Nous avons : 



sin (to — ?) 



\A^ 



Le flux maximum, qu'aura absorbé le condensateur sera évidem- 
ment égal à la quantité d'électricité circulant dans le conducteur du 
moment où le courant est égal à zéro, au moment où ce courant est 
maximum. 



Ce sera 



»** — t = s nte7-i=l 



tdt = , ' I sin(fc — ?)< 

V++rzJ 



~kt — ç=o ~kt — <f-. 



î = 



fc 



V* + <è-< 



La différence de potentiel aux bornes sera 

E« 



V=5=- 7= â==. = Easinf. 



C'est bien la différence de potentiel maximum aux bornes du con • 
densateur, que nous avons trouvée. 

C'est donc en somme une vérification de l'exactitude des formules 
précédentes. 
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§ 1. FORGE ÉLECTROMOTRICE PERIODIQUE SIMPLE 

AGISSANT DANS UN CIRCUIT AYANT DE LA SELF-INDUCTION, DANS LEQUEL 
EST INTERCALE UN CONDENSATEUR 

Nous avons démontré, et les valeurs trouvées pour les angles de dé- 
calage, ont vérifié que la s. i. a pour effet de retarder la période, 
tandis que l'intercalation d'un condensateur a pour effet de l'avancer. 
On peut donc prévoir qu'en ajustant convenablement dans un circuit 
la capacité et la s. i., on peut arriver à faire coïncider la phase du 
courant avec celle de la f. e. m. appliquée au circuit. 

Soient L le coefficient de s. i. du circuit, c la capacité du conden- 
sateur intercalé, V la valeur instantanée de la différence de potentiel 
à ses bornes e a = E a sin k t, la valeur instantanée de la f. e. m. ap- 
pliquée. 

Désignons par i = X sin (ht — <?) la valeur instantanée de l'intensité 
du courant 

Nous pourrons poser l'équation 

rr t ai 

^=*Xcos(fo-<p) 

E a sin kt — V — kh X cos (ht — y) — rX sin (ht — y ) = o 
En différentiant, nous aurons : 

dV 

k E« cos kt — -3- + *• L X sin (kt — ç) — kr X cos (kt — ?) =0 

Mais d'autre part, nous avons : 

dt c c 

L'équation deviendra : 

k E a cos kt + k* JL — ~- c J X sin (kt — tf— kr X cos (kt — f) =- 
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En nous reportant à la résolution de l'équation générale (page 26), 
nous aurons : 

A = B=*E. C=*»(L--p^) D = -*r 

X .__ A« + B* f F , 

X= ^ 



\Z'+»( l -fJ 



. AD— BC C *\ L Pc) k'he — 1 

tg ''~Ac+ËD __ D- ; î^~~ 



Nous aurons donc : 



N / rl+ *.(L-i-) 



sîn (** — y) 



seulement de la s. i. 9 L étant simplement remplacé par L tï— » 



Nous obtenons ainsi les mêmes formules que pour un circuit ayant 

i 

nous pouvons donc considérer la capacité c comme une s. i. de va- 
leur — -TT"- 
Nous pourrons encore mettre i sous la forme. 

E 

t = — cos f. sin (ht — ^) 

La valeur instantanée de la f. e. m. de s. i. sera : 

LA' ALEa /la N 

e $ = — ^ = ; — C08 *• co8 (** *" f) 

Pour la f. e. m. de capacité, nous aurons : 

dV i 

dt c 



•^v^v^jpp* n^i *w^f ■ ^^i>«<pi-j -^.7-o 
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Suivant que - — - sera plus grand ou plus petit que l'unité, la va- 

ri C V 

leur de la différence de potentiel maximum aux bornes du conden- 
sateur sera supérieure ou inférieure à la valeur maximum de la 
f. e, m. appliquée. 

On peut aussi mettre l'expression de la valeur instantanée de la 
différence de potentiel aux bornes du condensateur, en valeur ab- 
solue , sous la forme 

Y= - Eo — coa(kt - 9 ) 



y^ + ^L-^Jfa 



La valeur maximum sera : 

E a E d 



V max—' 



^+*(l-£Jtc ^" + l*-«L-l> 



E fl 



V* 1 f* <?+& ctLt + 1— thch 



Pour c = 00 , on aura V max = 0. 11 est bien évident que le potentiel 
aux bornes d'un condensateur de capacité infinie est zéro. 
Pour c compris entre 00 et 



2L 



r 1 + k* L" 
on aura: 

Vma* < Ea 

Pour 

_ 2L 
C "" r« + *■ L* 
on aura : 

Vmoa? = En 

Pour les valeurs de c plus petites que : 

2 L 
on aura : 

Y max > Eo 
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On obtient la plus grande valeur de V m ax, quand 

_ L 

c - n + ^L- 

dans ce cas : 

Y ma» ~ 

C'est-à-dire que dans ce cas E a est multiplié par le rapport de la 
résistance apparente du circuit (due à la s. i.) à la résistance de ce 
circuit. 

Pour c = on a Vmax =» E a : c = correspond au cas d'un circuit 
interrompu. 

On peut construire les courbes représentant (fig. 8) : 

1° La f . e. m. appliquée 

ta = Ea sin ht 

2° La f. e. m. due à la s. i. 

E 
e t = — h L — - cos f cos {ht — y ) 

r 

3° La f. e. m. due au condensateur 



K CT 



son maximum sera 

E __ E a cos y 

ù ker 



4° La f. e. m. effective ou agissante 



ri 



e e = — = E a cos f sin (Jet — ^ ) 



r 



On reconnaît facilement que : 

1° Les points ou les courbes représentant les f. e. m. dues à la s. i, 
et à la capacité, coupent Taxe des temps, ont la même abscisse que 
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les points où la courbe de la f. e. m. effective coupe la courbe de la 
f. e. m. extérieure. 




Ceci ressort du reste de la condition 

*t = e a '+ t t + e t 

2° Les points où la courbe représentant la f. e. m. effective coupe 
l'axe des x, ont même abscisse que les points ou les valeurs absolues 
des ordonnées des courbes des f. e. m. dues à la s. i. et à la capacité 
sont maxima. 

Un cas particulièrement intéressant est celui pour lequel la f. e. m. 
effective n'est pas décalée par rapport à la f. e. m. appliquée. 

Il faut avoir : 

tg 9 = — = o 



krc 



Dans ce cas là on aura : 



c = 



^•L 



E e = 



E tf 



t = — Bin ht 

r 



6 € sm€q 
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La f. e. m. effective sera à chaque instant égale à la f.e.m. appli- 
quée. 
La f . e. m. due à la s. i. sera : 

h L E« t . 
t$ = — — — coa kt 

La f. e. m. due à la capacité sera : 

t c = — V = «ï— — C06 kt = — t$ 
1c cr 

On voit, qu'à chaque instant, les valeurs des f. e. m. dues à la s. i. et 
à la capacité seront égales et de signes contraires, ces f. e. m. s'an- 
nuleront donc. 

La valeur maximum de la différence de potentiel aux bornes du 
condensateur sera, en valeur absolue : 

■ci v- __ Eo &LEo « 

Dans certains cas, comme nous l'avons vu, E,est plus grand que E«, 
c'est-à-dire que la différence de potentiel maximum aux bornes du 
condensateur dépasse de beaucoup la valeur maximum de la f. e. m. 
appliquée, ce qui peut amener la destruction du condensateur. 

Soit par exemple, r = 10 ohms, E a = 250 volts. 

L = 0,5 quadrant, k = 500 c'est-à-dire (environ 80 périodes à la 
seconde). 

La capacité c du condensateur à intercaler pour empêcher le déca- 
lage, sera: 

C = FZ = 500» X 0,5 = Î25ÔÔÔ = ' 000008 
c = 8 microfarads 

E < , = iM-'= 500 X° 1 - 6X250 = 6250 volts 
L'intensité maximum du courant sera: 



IEo 250 A . , 
= — = — - = 25 ampères 
r 10 

TRAITÉ D'iLBCTBICITi 
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- Si le condensateur n'était pas intercalé dans le circuit, on aurait 
page 24) : 

t = . =. sui (kt — ©) 

T — . ** a 



*w 250 *#w 

" w = = ■- = t^ 7 = 1 ampère environ. 

V/10 § + 5ÔÔ' X O* vWôÔÔ 250*2 *~ 



j = 250 _ 250 250 



Pour produire dans un tel circuit, un courant de 25 ampères, il fau- 
drait un alternateur pouvant développer une f. e. m. dont la valeur 
maximum serait 25 fois plus forte, soit: 

250 X 25 = 6250 volts 

On peut donc, en intercalant un condensateur d'une capacité bien 
proportionnée, réduire considérablement les dimensions de la machine 
génératrice. 

Il faut remarquer que c est fonction de A, si donc l'on a ajusté une 
. capacité de manière à annuler l'effet de la s. i., pour un nombre d'alter- 
nances donné à la seconde, le résultat ne sera plus le même, si le> 
nombre d'alternances vient à changer. 

1 

Si L est petit, comme on doit avoir pour annuler la s.i. c = rrp 

on peut être amené à une valeur de c trop grande pour la pratique, 
dans ce cas, on, peut augmenter artificiellement le coefficient de s.LL 
du circuit, en ajoutant par exemple des bobines de faible résistance. 
En résumé, si L est le coefficient de s. i. d'un circuit et c la capacité 
du condensateur intercalé on a: 

Eu . /f . x . PLc— 1 

i = — cos f . mn (kt — 9 ) tg 9 = kmc 

c«+ Eo cos 9 sin (Jet — 9) 
L'intensité efficace sera . 

Ea cos ? 
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L'intensité moyenne 
La f . e. jn efficace : 



2E. 

%m = — C08 (f 



*<r/cz^mm f 



La valeur moyenne de la f . e. m effective sera : 

2E„ 

Le travail moyen dans le circuit, sera égal au travail de la source 

extérieure et égal au produit de l'intensité efficace, par la f. e. m 

efficace : 

m . EJcos^ 

T m =:i < //ée//= ° 2r T 

On obtiendra 1% meilleure utilisation du circuit, en faisant cos y=l 

c'est-à-dire : 

1 
C= FX 



§ VII. — CIRCUITS DÉRIVÉS AYANT DE LA SELF INDUCTION. 
APPLICATION AU WATTMÈTRE. 



Supposons comme f indique la figure 9, que deux circuits soient 
dérivés d'un circuit principal, parcouru par L t r r i t 

un courant alternatif, dont l'intensité est don- 
née à chaque instant par la relation. 

i = I flin ht 




ViïïV"' 



î=Ili*JU 

Fig. 9. 



Les circuits dérivés ont respectivement des 
résistances r |9 r t et des coefficients de s.i. 9 L^L,. 
Désignons, par i % et t„ les valeurs instantanées 
des courants qui y circulent. 

Si nous désignons par e, la différence de potentiel agissant 
aux bornes de la dérivation, nous aurons: 

i = ;< + i a 

• i t dit 
e = r t t l + L t -^ 



< iç- 






• _l_ T di * T ^ — #ï 

rj h — r 2 î 2 + L.-jj — L a gj- — ° 
De là nous tirons, puisque : 

* *_*i=*I cosfc- § 
di efc dt dt 

Ù (r« + ra) + (Lj + La) § = r t I sin À* + * L 2 I cos ht 

df ~ L! + L 2 L, + L 2 L, + L 2 

équation différentielle de la forme: 

Dans laquelle Q est une fonction de t. 

En résolvant cette équation, comme Ta fait M. J -A. Fleming, 

dans son ouvrage, The alternate ouvrent transformer in theory and 

pratice, page 131, on arrive à la solution que nous allons indiquer, 

en appliquant la méthode générale, dans le cas du régime permanent. 

Prenons : 

i\ = X, gin (ht — 9l ) 
nous aurons : 

i t = i — t| = I sin ht — X< sin (ht — ? t j 

Ji^AX, cos(fc- ?1 ) 

&■= h I cos ht — hXt cos (H — 9i ) 
dt\ 

L'équation différentielle deviendra : 

— r 2 I sin ht — * L, I cos ht + (r x + rj X! sin (A* — ? o 
+ h (L 4 + L f ) X, cos (ht - f t ) =o 
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En nous reportant à la solution de l'équation générale, page 
nous aurons : 

A=-r,I C=r,+r 2 

B = -*L a I D = *(L, + La) 



v _ j / A'+ B' _ i / ri P + y Lî 1* IVrî + fc'Lî' 

A, "V(?+D»-V in+r.)- + *» (L, + I*)> ^(n+r^+^^H-L,)- 

4 « — AD-BC _ h (r % + r 2 ) L a - *r 2 (L, + L a ) 
lg ?l "" AUTBD ~ — r 3 (rj + r,)* - *■ L» (Ll + W 

== t. r a L t — r t L a 

r 2 (r« + ra) + fc» Ls (L, + L t ) 

Par raison de symétrie, si l'on pose : 

i t = X 2 sin (fa — 9 2 ) 
on aura : 



yJin + rj* + & (L« + L^ 

, » n L a — r 2 Lj 

tg *> Mr, +r,)+ » L 4 (Li+La) 

Les valeurs trouvées pour tg y t et tg ? f , sont de signes contraires 
et dépendent des valeurs relatives de r, L, et de r t Jj, ou des cons- 
tantes de temps des circuits, —* et -*• il est facile de voir que : 

Le courant dans la branche ayant la plus grande constante de 
temps, sera décalé en arrière et le courant dans la branche ayant la 
plus petite constante de temps, décalé en avant du courant prin- 
cipal. 

Si l'on a -* = -*. les courants dans les deux branches ne seront pas 

décalés par rapport au courant principal. 
Si 

' 'i (r* + rj) + fr L, (L, + LJ = r 2 (n + r t ) -h fc 3 L a (rj + r 2 ) 
rî-rS = tf(Lï-Lî) 
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les courants dans les deux branches seront décalés delà même quan- 
tité, par rapport au courant principal, l'un en avance l'autre en retard. 
Cherchons la valeur de la f. e. m., agissant aux bornes de la déri- 
vation, nous aurons : 

en posant: 

« = Xsin(& — 6). 
Nous aurons : 

[X sin (ht — 6) = r« Xi sin (ht — f i) + h Lt cos (ht — fi) 

Nous pourrons au moyen de cette équation, déterminer les valeurs 
de X et de 6. 
Pour M = o, nous avons 

— X sin 8 = — n X, sin fi -f &Li cos fi 
Pour«= s , nous aurons : 

Xcos 6 = r 1 X l cosft + h L 4 sin f t 
d'où: 

ô = —hLtCoaft+rt Xj siny, = nX, tgf 4 — hh t 
8 r t X, cos <p, + h L, sin y, r 4 X, +h L 4 tg y, 

En portant dans cette équation, la valeur trouvée pour tgf î7 nous 
obtiendrons ty6, en fonction de K 4 , L 4 ,L„ r t r t . 

Pour obtenir X, il suffira d'élever au carré les deux équations et dç 
les ajouter (voir page 22). 

Un cas particulier intéressant à étudier est celui où l'une des deux 
branches n'a pas de s. i., soit, par exemple L v = 0, on aura alors : 



rAr, + rj r,+r. 
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r,A, 



Dans ce cas, ainsi qu'il était à prévoir, le courant circulant dans 
la branche dépourvue de s. i., n'est pas décalé par rapport à la 
f. e. m. agissant aux bornes de la dérivation. 

Application au wattmètre. — Un wattmètre est un électrodyna- 
momètre avec une bobine fixe, enroulée de gros fil et une bobine 
mobile, enroulée de fil fin. 

Ordinairement, pour mesurer la puissance électrique d'un circuit, 
on place le wattmètre de la manière suivante : 

La bobine de gros fil est mise en série dans le circuit et la bobine 
de fil fin, en dérivation. 

La figure 10 indique cette disposition : 

AGB est le circuit, dans lequel on 
veut mesurer la puissance élec- 
trique B, et B f représentant respec- 
tivement la bobine du wattmètre en- 
roulée de gros fil et celle enroulée de 
fil fin, L'„ r\, L"„ r"„ L 4 , r t désignant 
la s. i. et la résistance du circuit de 
la bobine de gros fil, du wattmètre 9 
et de la bobine de fil fin. 

En faisant : 



UKrl 

r^nrrrYTimfrs 

c 



iiUr t 




Bt 
Fig. 10 



L, = Li + W 
r, = ri + r! 

nous retombons dans le cas de la dérivation, traité ci-dessus. 

Le wattmètre devrait indiquer une quantité proportionnelle à la 
valeur moyenne de e.i % ou de r,i,\ en réalité, il indique une quantité 
proportionnelle à la valeur moyenne de i t i v nous pouvons calculer 
Terreur commise. 



W/» = (r t tl) m0 y = r a XJ BW* (kt — <? % )moy 

d'où (voir page 19) : 
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r. rj + VIA p 

""ïtr.+^ + ^Li + W 1 

La déviation du cadre mobile, étant proportionnelle à la valeur 
moyenne de i % i %9 nous aurons : 

8 == K (l f i 9 ) moy 
8 n K |X 4 sin (fc — ?,) X a sin (A* — ?«)[*,<,, 

La valeur moyenne de sin (W — ?,) sin (Art — ?,), est évidemment 
égale à celle de sin M sin (kt + <f t — ?,), qui est : 



cos (<p, — ?,) , . im 
^ ^ (voir page 19) 



Nous aurons donc : 



a = y x^, cos (?, - ? t ) 



8 =■— JX 4 cos fiX 2 cos?i+X f sin ?jX 2 sio ? 2 > 

Or, dans l'équation générale, nous avons (voir pages 26 et 27) : 

X nin - _ BC - AD „ A: (r a L, - r, L.) I 
1 Sm Tl ~ C* + D« - (r, + rj* + » (L, 4 L.)' 

par raison de symétrie, nous aurons : 

X ninT — *fri L a — r, L«) 

L'équation générale nous donne : 

A 4 cos ?l - C% + Di _ (r. + r^+^^ + V 

et par raison de symétrie : 

X cos* - r « fo + »■■> + * ^ fo + It) 
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a _ K *^L-r A)(r < L.^.LJ+lr a (r,4^^ 

2 {<r l +r a y+**(L 4 +L a )f 

» _ K* (Li + La) a )r 4 r. + y L, L,} + (r, + rf jr, r. +*»L, L a | 
2 |(r,+r,)« + * , (L < +L 1 )f 

> _ K(r < r t + ^L l L a )}(r l +r^ + ^(L < + L»)»( 

3 — £. r t r g +»L a Lt T « 

2<*'i + r t )*+*»(L t + L 2 )' 1 

Nous aurons donc : 

W» > t r? + fr Lî 

Wm -Kr l r âl+ ^/L i \/L ? \ * ~ K l + ^CC. 

En désignant par Ci t , Ce, les constantes de temps des deux circuits. 

H. Fleming, qui dans son traité des courants alternatifs arrive à la 
même formule (*), appelle le facteur de &, le facteur de correction 
du wattmètre. % 

Ce facteur varie avec le nombre d'alternances du courant et avec 
la s. i. du circuit, dont on mesure la puissance électrique. 

Il y a deux cas où ce facteur est une constante, c'est-à-dire indé- 
pendant de la s. i. du circuit : 

1° Quand C t = o 9 c'est-à-dire 1^ = 0. 

Dans ce cas, la phase du courant dans le circuit de la bobine de fil 
fin, coïncide avec celle de f. e. m. agissant aux bornes de dérivation. 

Il n'est donc pas étonnant que ei„ soit proportionnel à i t i t dans ce 
cas* 

2° Quand Ct t =r C* t , c'est-à-dire : 

(1) Voir Fleming The alternate eurrent transformer, in theory and practice et an 
mémoire de lord Rayleigh, paru dans le Philjsopkical Magazine de mai 1886. no 133. 
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h =h 

Ordinairement, on admet que le facteur est une constante, que Ton 
détermine en mesurant la puissance électrique d'un circuit ne possé- 
dant pas de s. i., la différence de potentiel agissant aux extrémités 
étant connue. 

Soit F, le facteur déterminé ainsi, en nous reportant à la figure 10, 
on voit que Ton a: 

* ~* k T" 9 — 

^puisque L'/est nul et que r' est la résistance du circuit. 

Si Ci, ou - 1 dans le circuit que Ton mesure est plus grand que 

L M 

, , * „ , le facteur que Ton devrait employer serait plus petit que F 

(en admettant toujours que le nombre d'alternances à la seconde reste 

constant), c'est-à-dire que la valeur calculée sera trop grande. 

L L." 

Si au contraire — < , , „ , la valeur calculée sera moins grande 
r t r -\-r % 

que la valeur réelle. 

Le moyen serait d'employer une bobine de fil fin sans s. i., ce qui 
est impossible à obtenir. 

Un autre moyen, consisterait à intercaler dans le circuit de la 
bobine de fil fin un condensateur annulant l'effet de la s. i. dans ce 
circuit. Nous traiterons ce cas dans la théorie générale des circuits 
dérivés. 

§ 8. — CAS GÉNÉRAL DES CIRCUITS DÉRIVÉS 

Supposons, comme l'indique la figure 11, que deux circuits sont 
dérivés d'un circuit principal parcouru par un courant dont la valeur 
instantanée est : 

i = I sin ht 

La résistance et la s.i. de ces circuits sont respectivement r t , L, et 
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r„ L,, dans le premier circuit est intercalé un condensateur de capa- 
cité c t et dans le deuxième un condensateur de capacité c % . 



Désignons par * 4 et i t , les valeurs 
instantanées des courants circulant 
dans chacune des dérivations. Si e, est 
la différence de potentiel aux bornes 
de la dérivation, nous aurons à cha- 
que instant : 

• = r - * l + L.§+V| 



rnnnnnnn- 



uriLi 



éy 



l-lttaftl Flg - n 



*i 



di. 



i*3M-v.-v.. = . 



dt 



f 9 = t — f 4 

En prenant la dérivée par rapport au temps, nous aurons : 






d* c, 



dt dt dt d? ~~ <**• ' <fc* 

<ft c 2 c, c a 
L'équation deviendra donc : 

Posons : 

i, ^rXjsin (ht — ?,) 
Nous aurons : 



i = I sin ht 



ry— sr^~ - *t ■■■■ ■ 
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-r- — k I cos fa 
a* 



^ = &X fl OOB(l«-f.) 



33=- ** I sin fa ^L =- ia X f sin (fa- ?,) 
L'équation deviendra : 

— -sin fa — fcr.Icosfa + ^L, I sin fa + fi + -\x»sin (fa — ft) + 

h (T\ + ^2) Xi cos (fa — ©,) — *» (L« + L a ) X, sin (fa — ?,) = 0. 

If (l 2 -gr^)l sin fa- *r 2 Icosfa — J^L, — ^- + L a — j|-|x8in(fa--?») 



Remplaçons : 



f-fcfo+r^COStfa-?,) 



fc-R^^Li-jç!»*. 



nous aurons : 

*X 2 . 1 sin fa — r t I cos fa- * (*,+**) x « sin (** — ïi) + ( r « + *"•) x i co» (fa— ?,)=.(> 
En nous reportant à l'équation générale (page 27), nous aurons : 

A = k\ I C = — * (A f + X 2 ) 

B= — r,I T> = r t + r 9 

Nous aurons donc : 

va A« + B » rî+^x; 

A *-C> + D* - (r f + r t )« + *• (X, + X,)* l 

Par raison de symétrie, on aurait eu en posant : 
i, = X, sin (kt — <?,) 
r? + lf X? 



X3= 



(r«+r f )•+*•(*« + *.)' 



?!' 



— 61 — 

. AD — BC __ k\ (r, + r a ) - kr 9 (\ t + \J 

* ?. - AC + BD - *• X, (X, + X,) -r, (r, + r,) 

>„ _,. ^ *« — ^ X, 

tg * - \ 2 (r, + r,) + *• X, (X l + X â ) 

Par raison de symétrie, on aura : 

te» jfc r, 1. — r, \ 

**~ r l (r i + r,) + k'\(k t +\) 

On retrouve les mêmes formules qu'au paragraphe précédent 
(page 53), où nous considérions des dérivations n'ayant que de la 
s. i., en remplaçant L 4 par X,et L t parX t , ce qui du reste n'est pas éton- 
nant, puisque Ton peut considérer une capacité c, comme une s. i. de 

valeur— pj- .. 

Ici l'un des courants n'est pas nécessairement décalé en avance, 
et l'autre en retard par rapport au courant principal, car les valeurs 
de tg<f t et ty» t ne sont pas nécessairement des signes contraires, les 
dénominateurs pouvant être l'un négatif, l'autre positif. 

Cherchons la valeur de la f. e. m. qui agit aux bornes de la dériva- 
tion, nous avons : 

posons : 

e = 23 sin (kt — 6) 

E 8 in(a-e)=r 4 «- +L.J&+V, 
en prenant la dérivée par rapport à t> nous aurons : 

i2co8(ib— e)=*r l X 4 co8 (&-»,) — PL^sinOfc— ? t )+ ixicosffc— ? 4 ) 
2 ooa (fe — 6)=r, X, oos (kt — ft ) - k(l t — pj) X, sin (fc— fj 

S cos (fe — 6) = r, X, 008 (kt — ?,) — k X, X, gin (kt — fi) 



— 62 — 



Faisons successivement dans cette équation, kt = | et **« o,nous 



aurons : 



comme: 



S sin =r, X, sin ?, — k \\ X f cos y* 
S cos = r 4 X 4 cos ? 4 + £ X 4 X, sin^ 

t e _ H X t sin ft— fc X t X, cos y t __ r t tg y, — A; X, 
ri Xi cos ?i+£ X t X, sin yi r, + &Xj tg ?, 



tg f, == h ^ r -^- 



r t (r i + r t ) + k^\(\ + \) 

nous aurons : 

t ^ ^ *r,(r 2 X t -r t X,) - **« { r. (r t +r.) + £'X 2 fii+^)[ 
g r, {r, (n + r t ) + *">, (X. + X.) + *»X f (r 2 X,- n>*) 

tff e — h n r a X t — r?X, — r t r t Xf r^i — fr'Xj X, (Xi + X,) 

* nr, (r t + r a ) + *» r^X, + *■ r, X? + *«r a X? - *• r^X, 

tfffl rîX f +rîX t +^X < X t (X < +X t ) 

expression dans laquelle, on peut remplacer r, X, par r % \ et récipro- 
quement. 

Pour calculer 2, élevons au carrelés deux équations et ajoutons-les, 
nous aurons : 

S» (sin- 6 + cos« 6) = Xï j rî ( ain . ?l + cos- ?<) + i- X* (sin' ?« + cos 3 *) 

+ 2 £ r 4 X 4 sin <p f cos <p 4 — 2 * r t \ sin ?, cos <p, | 
S-s=Xî(rî + f XO 

^t _ (rî + ^ *î) frî + ifc' X») 
" (r< + '.)* + *'(*, + M* 

La f. e. m. agissant aux extrémités de la dérivation, est à chaque 
instant : 

e = S. sin {kt - 6) 



on peut donc remplacer la dérivation par une f. e. m. 

ë = — 23 sin (ht — 6) 



Jt'êh 



Si, la dérivation est placée à l'extrémité d'un circuit ayant un coef- 
ficient de s. i. L et une résis- 
tance R, dans lequel est intercalé 
un condensateur de capacité c 
(fig. 42), on peut chercher quelle 
est la f. e. m. extérieure à appli- 
quer pour avoir dans le circuit prin- 
cipal un courant * = 1 sin kt 9 comme 
nous l'avons admis. 

Désignons par : 



€ a = E« 8În (kt — a) 

la valeur instantanée de laf. e. m. 
extérieure à appliquer, nous au- 
rons: 




?*.stn(kht) 



Fig. 12 



di 



E a sin (fr — a)=Ri + hj t +V+e 
E« sin (kt — «) = R I sin kt + h L I cos kt + V + E sin (kt — 6) 
En prenant la dérivée par rapport au temps, nous aurons : 

* E« oos (kt — «) = k R I cos kt> — k % LI sin kt + ^+ * S cos (kt — 6) 

dV _ i Isin kt 
dt c c 

Nous aurons : 

E a cos (kt — a) = RIcos kt— kl fh —• -^A sin fe + 2 cos (kt — 6) 
faisons : 



X = L :-F C 
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nous aurons : 

E tf cos (H — «) = B I cos kt — h XI sin ht + S cos (Af — 0) 

faisons successivement Ai = ■£ et kt = o> nous aurons : 

En sin « = — h X I + S sin q 
E fl cos « = R I + 23 cos g 

Mais, en nous reportant aux équations de la page 62, nous avons : 
S sin 8 = r l X l sin ? 4 — h X 4 X 4 cos ? 4 
S cos 8 = r 4 X 4 cos ? 4 + * \2L* " n ?i 

En nous reportant page 26, à l'équation générale, nous aurons : 

v . BC — AD v AC+BD 

X, 8in«p 4 = (y . j)t X t cos f « = (jt^^t 

v . a _ r < (BC-AD) + ^JAC+BP) _ C(r 4 B+a < A)+Dfi < B-r 4 A) 
2,81,1 C* + D f C f + D S ' 

2™«ô- r 4 (AC+BD)+a t (BC-AP) _ C(fcX 4 B-r.Aj-DfoB+fcX, A) 
*cos*- C» + D» "" C*+ D* r "^ 

Mais : 

A = *X t I C = — f(X, +1J 

B = -r, I D=r 4 +r, 

d'où: 

Des équations donnant les valeurs de E a sin a et E a cos a, on tire : 

__ S sin 8 — k X I 
* " ~ R I + S cos 8 
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et en remplaçant £ sin 9 et 2 cos 9 par leurs valeurs : 

g<X Bj(r i + r i y + *-(X l +X i y|+f(r - «+r,lï) + r i r i rr i + rO 

Des mêmes équations, en les élevant au carré et en les addition- 
nant, on tire : 

Ei(sin , «+0O8 i «)=/fe , X i I i +S»(«în , e+co9 t e)+R , I i — 2HI2 8 inO+2RI2cogO 
Ei = tVP + £••+- R*P + 2 R I S oos 6 — 2 k M £ sin 

En remplaçant £ cos 6 et £ sin 6 par leurs valeurs données ci-des- 
sus et £* par sa valeur (page 62), on trouve finalement : 

w a ri j fcrtt i ni i (r? -f" &**î) M + &**?) i 

a 2**X [yX g \(A t +lJ + iJVHJXj+^ 
+ (r, + rj- + * {\ + XJ- J 

La valeur instantanée du travail fourni par la source extérieure, sera : 

e a i = E a I sin JW. sin (M — «) = E a I j sin 3 A* cos a — sin ht. cos fa sin a j 

sa valeur moyenne sera : 

T/ >v Eai 

mais page 64, on a : * 

E a cos « = RI + £ cos 6 

et même page : 

2 coa 8 = r t X 4 C09 ?, + *X, X« sin ?, 

en nous reportant à l'équation générale (page 27), nous aurons : 

v AO +BD _ . BO — AD 

X« cos ?, = — Q t + D , X, sin?, = c ,^ D t 
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S cos 9 = c , _^ D , | W..BO — *\AD — r, A.C — r.BD I 
En remplaçant A, B, C, D, par leur valeur (page 64), nous aurons : 
S cos o = gyJ-jp j* v. <K + *.) ~ »A 0\ + '.) 

+ *V. (\+*.) + r,r 1 (r, + r.)| 
H-ffr.W+r.lO + r.r.fr.+r,)] 



3 cos.o = 



(r, + r,)' + ** (X, + X,)« 
A » ~ f 1 t- ( r< + r ,). + * (X, + X,). 

Si le circuit dérivé ayant la résistance r,, est le circuit utilisateur, 
le travail moyen dans ce circuit sera : 



T -r 5-5 



r.M + fc'Xj) 



2 - 2 (r, + r,)« + *■ (X, + X,)' 



-, (page 60) 



Le rendcmonl sera : 



r, (ri + fc«Xj) 






r^nnnnnr^ 



T » R Kr. +!■,)■ -h * (X, + X,)*] + *■ (r, X| + r s X? ) + r t r, (r f + r s ) 

Les équations générales établies ci-dessus peuvent servir à résoudre 
un certain nombre de problèmes, relatifs aux 
courants dérivés. 

Application au wattmètre. — Nous avons dit 
dans le chapitre précédent que, si on intercale 
dans le circuit à fil fin d'un wattmètre, un con- 
densateur annulant l'effet de la s. i. de ce cir- 
cuit, les indications de ce wattmètre sont 
rigoureusement proportionnelles à la puissance 
électrique (pour un nombre donné de périodes 
à la seconde). Nous aurons (fig.13) : 



t'iriLj 



Kg. 13 



L5 4" I j î' = L t = X, 



r;+rî'=r, 



h '~Fc,- X ' 



— g: - 
Pour annuler l'effet de la s. i., nous prendrons : 

k« = ri — c a.d \ = 

Dans ce cas, nous aurons (voir page 61) : 



tg ?« = — 



'.(r.+rJ + MÎ 



L'angle de décalage de la f. e. m. agissant aux bornes du watt- 
mètre sera donné par la relation (page 62) : 

te o = W\ = kr t \ 

h >\r, (r, + r t ) + Vrtf r t (r f -f r.) + ^ « 

• 

Nous aurons donc =? f , le courant i, ne sera pas décalé par rap- 
port à e> il est alors bien évident que les valeurs moyennes de ei % et 
de i t i t seront rigoureusement proportionnelles pour toutes les valeurs 
de r t et de X t (tant que k restera constant). 

M. Boucherot a démontré que, si Von place en série sur une diffé- 
rence de potentiel constante, une capacité et une self-inductwn (sans 
résistance), telles que]fyLc*=i, on peut recueillir dans un circuit 
placé indifféremment aux bornes de la capacité ou de la self-indue* 
tion y un courant dont Y intensité efflcae* est constante et que Von a : 

L'intensité est constante quels que soient les appareils en circuit : 
résistances, bobines de s. i., condensa- £ 
teurs, moteurs, etc. 

Désignons par i t9 L r c t , r„ les valeurs 
de l'intensité, de la s. i., de la capacité 
et de la résistance du circuit dérivé et fai- 

sonsX^L, — jrp 

Si le circuit est en dérivation sur la 
self-induction (flg. 14), nous aurons 

X t = L, et pour le circuit principal, — j— = X, nous aurons donc 
puisque : % 

rr-= L À = — A t . 
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Si le circuit est en dérivation sur la capacité (fig. 15), nous aurons : 



KJUULr 



c 

__ 



>•— K X==L 



l2 et 



comme: 



Fig. 15 

nous aurons encore : 



TFc 



c'est-à-dire qu'au moyen des formules générales trouvées au com- 
mencement de ce chapitre, nous pouvons résoudre simultanément les 
deux cas. 

Les résistances de la capacité c et de la s. i. L étant nulles, nous 
aurons : » 

r, = R=0 
Dans ces conditions, nous aurons (page 60) : 
Yi _!_2*_ T« 



(page 61) 



tg ? , = • 



*r,X, _ 



L'équation de la page 65, devient : 

tl r*--k k ' X ' X ' <*« + ^ f rîX » ~ *» * * + ** fi» + *»>* * 

to- « — _ h *** *. + *'*.*î — ***ft, — Jfc'Xj — 2 fx.x? 
L'équation de la page 65 devient : 

E' -P )tt! 4- (rî + *' XÎ) ni—M. W\\ (\+\) + rî\] " 



«9 — 



m _ fcVÎ Xj + WH + U*l + 2 **X,*i + *VÎ X} H- **XjX{ T . , 
,ia_ rî + ifc'(X ( +X,)« X + 

, — 2 g*î*i - 2 JW.Xj — 2Vr\ïi „ 

E — tfTTTRTny p - ^ Xî (T0ir ^ W) 
La f. e. m. appliquée efficace est donnée par la relation : 

(E a ,//) f =EiJsin»(^— )j war =^ (page 20) 
L'intensité efficace dans le circuit utilisateur est : 

(•-,«,,)• = Xî j Bin« (kt - f 4 ) (^ = Ç 
Nous aurons donc : 



mais on a : 



ou 



\=L 

Nous avons en outre (voir page (58) : 

tg ?i- tg « = — 1 






d'où: 
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Vintcnsité est donc toujours à 90° avec la f. e. m. appliquée. 

M. Boucherot, après avoir démontré ce théorème, par une autre 
méthode que celle indiquée ci-dessus, ajoute : 

« Nous avons vu, que l'intensité dans le circuit utilisateur est indé- 
pendante en grandeur et en phase, de tout facteur qui ne fait qu'op- 
poser une force contre-électromotrice sinusoïdale; en effet, nous 
venons de voir qu'elle est indépendante de la s. i. et delà capacité ('). 
Mais une force contre-électromotrice sinusoïdale quelconque, l'inten- 
sité étant de la forme Imax sin kl, par exemple, peut être mise sous 
la forme À sin ht + B cos ht, B étant positif ou négatif. Cette force 
contre-électromotrice équivaut donc à la différence de potentiel 

qu'absorberait une résistance - — , plus la force contre-électromo- 

Iraax 

1 B 

trice qu'opposerait une self-induction L = -— . - — , si B est positif 

. K Imax 

ou une capacité, c =» : --g , si B est négatif. Tout se passe donc comme 

si l'on avait en circuit, à la place de l'appareil opposant une telle 
force qontre-électromotrice, une résistance ordinaire, en série avec 
bobine inductive, ou un condensateur. L'intensité ne sera donc nul- 
lement influencée par cette force contre-électromotrice. Or, l'induction 
dans un circuit alternatif, d'un moteur ou d'un transformateur, ne 
fait qu'opposer une force contre-électromotrice sinusoïdale. On pourra 
donc disposer, dans le circuit utilisateur de notre montage, non seu- 
lement des résistances, des bobines inductives et des condensateurs, 
mais encore des moteurs et des transformateurs, sans que l'inten- 
sité soit changée en grandeur et en phase, si l'on a soin de laisser la 
différence de potentiel aux bornes de ce montage, constante en gran- 
deur et en phase. > 

M. Boucherot démontre ensuite qu'inversement, si Ton place en 
dérivation sur un circuit dont l'intensité efficace est maintenue 
constante, une bobine de s. i. et un condensateur, liés entre eux par 
la relation à" Le =1, on peut obtenir, dans Vun ou Vautre des circuits, 



(1) Car it el r. = Ea 6ir - = con ^ nte , c'est-à-dire indépendante doXi et do r u Cest-à-dire 
k\* kl* 

de la s. i. de la capacité et de la résistance du circuit utilisateur. 
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une différence de potentiel efficace constante, quelle que toit la com- 
position du circuit qu'elle alimente. 
Examinons le cas de la figure 16, on a : 



*•' = Lî "" Pd 

L; et c/, représentant la s. i. et la capacité 
du circuit AB, nous aurons : 

\ = L 



et puisque . 




Fig. 16 



«■-* 



>, + *,= « 
de plus, dans les équations, nous aurons : 

r,=0 

La f. e. m., agissant en D, est : 

e = 2 sin (kt — 6) 

La f. e. m., agissant en A (si la résistance entre D et A est nulle), 
sera : 



Mais 



e 9 = e - V = S sin (kt — 6)- V 



d\ r =^dt = ^ sin (fc - f,) <fc 
V = -|^cos(fc- ?l ) 



e' = S sin (fc - 0) +- —icos (A* — ?1 ) 



} moyenne 
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La f.e m. efficace, agissant en A, nous sera donnée par la relation : 

(«' «//)* = j( s sin (kt - 8) + 1« cos (tt - f ,)'^ 

1 

La valeur moyenne de sin' (A£- 6) est -s- , celle de cos 8 (kt — ? é ) est 

4 

également ^ (page 20), il nous peste à trouver la valeur moyenne de : 

sin (kt — 8) cos (kt — ?,) 

qui est évidemment la même que celle de sin kt cos } kt — fa — 6) { 
or, la valeur moyenne de sin kt cos (kt — a) est égale à : 

-g- (page 20) 

La valeur moyenne de sin kt cos j kt — fa — 8)1 sera : 

ain fa — 0) 
2 

Cherchons la valeur de : 

S. X, sin fa — 8) = X, sin ©« 2 cos 8 — X, cos <?, S. sin 8 
Or, page 64, on a : 

23 cos 8 = r t X t cos ?, + H, X, sin ç, 

S sin 8 = r, X, sin ?« — kX t x t cos ç, 

S X, sin fa— 8)= r,Xîsin ?,cos ft+I&.Xî sin* <p,— r 4 Xî sin ?, cos?,+ fc^XîcosY 

= k\ X? (sin* ?, + cos f <?.) = &X f X} 

On aura donc : 



/*> r — ^ f _i_ ^ f _l ^iXî 
<«.<//J — Y + fifcv "*" TT 
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On a, page 62 : 

S» = Xî (rj + k'\\) 

\ -v-±- 

W „»- X' W 4- *' VÎ 4- *" *"« 4- 1 4- X! M 

I* 
Le carré de l'intensité efficace est(i. «//)• = -g ; si celle-ci est cons- 
tante, on a : 

(*'«//)* = ^L 1 («*//)* = constante c.qf.d. 
Dans le cas de la figure 47, on a : 



* t^f/ 



X i +X t =>i r, = 

La f. e. m., agissant en D, est : 
e = S sin {Jet — 6) 

La f. e. m., agissant en A (si la résistance 
entre D et A est nulle), sera : 




Fig. 17 



é .' ==tf _L.^=S9in(to-e)-*LX < cofl(tt-? < ) 
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On aura donc : 



)moy 



imoy 



(«V/)= J(ssin (kt — 0) — ifcLX, cos(fc- <fS)'\ 
(«' e// )'J j 2«8in'(fe— 0)+it'L , Xîcos , (to— ç^-SiLSX.sm^— 6)co8(fe— ?1 )| 

(«V/)'= f + ^^ - *L S X,(sin (fc - 6) cos (fe - ?,)) 

(«•«//)' =y + ^^ - *L SX, sin ( Çl - e) (Page 72) 

Mais, d'après ce qui précède : 

SX, sin (?, — 0)= AX.XÏ 

feV/)î = | + *!I^!_i.ia,Xî 

Mais : 

S* = Xî (rî + *«>?) (page 62) 

(•»«,,)» = Xî ^±^' + ~~ k'L\ j 

\ = L + Xi 

1,.I LIT fl M\1t £«T.* ) 



ma y 



(«e//) ,= ^î g 



On a page 60 



Comme i eff est constant, ainsi que L, on a : 

e\/f = constante c.q.f.d. 
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M. Boucherot donne ensuite les détails suivants, sur les expériences 
qu'il a faites : 

« Une différence de potentiel efficace de 800 volts, sur laquelle nous 
avons placé un condensateur de 0,75 microfarad, et une bobine induc- 
tive de 5 quadrants, nous a donné, dans une première expérience, 
une intensité efficace de 1/3 ampère, entre 1£> et 1.000 volts utiles 
dans le circuit utilisateur, dans lequel on introduisait des résistances 
et des bobines de s. i. Le k de la machine était égal à 500 envi- 
ron. Avec 1.200 volts et les mêmes appareils, l'intensité était de 

1 

■3- ampère. » 

M. Boucherot a basé sur ces phénomènes un système de distribu- 
tion du courant alternatif, que nous étudierons. 

On peut également démontrer le théorème suivant : 

Si, dans un réseau composé de S conducteurs pouvant avoir de la 
s. i. et dans lesquels peuvent être intercalés des condensateurs, une 
f. e. m., périodique simple, appliquée à Vun des conducteurs, produit 
dans un autre conducteur un courant d'intensité efficace i e // 9 réci- 
proquement, la même f. e. m. extérieure appliquée à ce dernier con- 
ducteur, produit dans le premier un courant d'intensité efficace û/j. 

Soient A,B,C„ les 3 conducteurs pour lesquels nous avons respec- 
tivement les constantes : 
pour A : 





L t r , c. 


X = L ~Wc 


pour B : 








L 4 , r 41 c 4 . 


X ' =h ~FF, 


pour C : 







Si la f. e. m. extérieure, de valeur instantanée, e a = E a sin (kt — a), 
agit dans le conducteur A, nous aurons dans le conducteur B un 
courant : 

i f — X, sin (kt — <?,) 
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dont le 


carré de l'intensité efficace sera : 












ft «//)* = -j 






Or, nous avons 


trouvé : 










x; 


=<*+ 




P 


(page 60 




EJ 


(m -1- 


B 


i* 


(page 65) 



d'où 



x , = 0v-f_£X5) E , 
B 



Or, en développant B, on peut le mettre sous la forme suivante, 
en remplaçant dans l'équation de la page 65, R par r : 

B = *• (r?X» + rfXO (1 + 2k t ) + *• (X« + X?) (ri + Mty 

+ *(r i X- + r>ï) + (r« +r0 (ri + fc'XÎ) 2 #X t 

(X.X* + XJX) + 2r, (~V« + rrî) + rîr» + fc*X«X? 

+ 2 (A^XX, + rrj (rî + mg + 2 *»U 4 rî 

Si, 'maintenant, nous supposons que la t. e. m. E a sin (A( — a) agit 
dans le conducteur B, il suffira, pour trouver l'intensité efficace du 
courant circulant dans le conducteur A, de remplacer dans les équa- 
tions précédentes r par r it X par \ et réciproquement. 

On arrivera à la même valeur pour Xî, car le numérateur est indé- 
pendant de r, r„ X, X â , et le dénominateur est symétrique en r et r A 
et en X et \. 

Les deux intensités efficaces auront donc bien la même valeur. 

Ce théorème pourrait du reste s'étendre, comme dans le cas du cou- 
rant continu, à un réseau composé d'un nombre quelconque de con- 
ducteurs. 

Un cas spécial important de la dérivation, est le cas où Vun des 
deux circuits dérivés est dépourvu de résistance y soit r f = o. 

Nous aurons alors, si i = I sin kt est la valeur instantanée du cou- 
rant dans la branche principale : 
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^-rî + if^ + X,)- 1 
tg * 4 = ~~ h &\ (\ + \) = "" *(\ + \) 

Nous verrons plus loin des applications importantes de ce cas. 

Si Ton a à traiter le cas de plusieurs branchements, dérivés du 
même point d'un circuit principal, la manière la plus simple de résou- 
dre le problème est de prendre comme inconnue la valeur instan- 
tanée de la différence du potentiel aux bornes du branchement, ainsi 
que nous l'avons fait. 

On pourra alors considérer chaque branchement comme un circuit 
isolé auquel est appliquée une f. e. m. extérieure qui est la différence 
de potentiel aux bornes. 

On obtient ainsi n équation permettant de déterminer la valeur 
instantanée (valeur maximum et angle de décalage) de l'intensité du 
courant dans chaque circuit, en fonction de la différence de potentiel 
aux bornes de la dérivation. 

On obtiendra ensuite une nouvelle équation, permettant da déter- 
miner la valeur instantanée de la différence de potentiel aux bornes 
de la dérivation (valeur maximum et angle de décalage) en remar- 
quant que la somme des valeurs instantanées des intensités des 
courants, circulant dans les branchements, est égale à la valeur 
instantanée de l'intensité du courant circulant dans le circuit prin- 
cipal. 



|9. — CONDENSATEUR TRANSFORMATEUR. 

Si Ton joint deux points d'un circuit, aux plaques d'un condensa- 
teur, les intensités du courant dans chacune des deux sections de ce 



i pi i ■ \$ ■ m j.i w -« j ; rv>r."^ ' i 
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circuit seront différentes (fig. 4§). On a ainsi un condensateur jouaif 
le rôle de transformateur, le courant, dans la partie la plus éloignée 



lr. c. . 

ri 



Fif. 18 

de la source d'électricité A, étant dû à la différence de potentiel des 
plaques du condensateur. 

Nous pouvons appliquer, à ce cas, les formules générales de la 
page 60, en considérant la partie du circuit à partir du condensateur 
comme une première dérivation et le condensateur lui-même comme 
une deuxième dérivation de résistance nulle, 

Nous aurons donc : 

r t =zr \=l 

La valeur instantanée de l'intensité du courant dans la partie du 
circuit où est placée la source d'électricité, étant : 

i = I sin ht 

celle dans la partie la plus éloignée sera : 

i, = X, sin (ht — ?,) 

Or, on a, page 60 : 



X?: 



(r, + r,)' + *■ (X, + X,)' 
IL 



■ + *(,_£)' *w + w-v 



Le rapport des carrés des intensités efficaces, sera : 
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"J Suivant que le second membre sera plus petit ou plus grand que 1, 
l'intensité efficace dans la partie éloignée du circuit, sera plus grande 
ou plus petite que l'intensité efficace dans la partie où agit la source. 
Si la portion éloignée n'a pas de s. i. f c'est-à-dire si l = o, l'intensité 
efficace dans cette partie, sera toujours plus petite que l'intensité 
efficace dans la portion où agit la source extérieure. 
Si : 

AW+Ortrf — l) 1 — 1 

on aura : 

21 



C = T 



+T? 



et les intensités efficaces seront égales. ' 

Prenons la dérivée de ^npar rapport a c, nous aurons : 

2frcr 9 + 2(frcl -1) hl=o 

_ l 

p 
Dans ce cas, le rapport ^i sera minimum (la dérivée seconde étant 

X? 

positive) et ^p sera maximum, on aura : 



*-p(i + S?) 



l'intensité efficace du courant circulant dans la portion éloignée du 
circuit sera plus grande que celle du courant circulant dans la por- 
tion où agit la source extérieure, et le rapport sera d'autant plus 
grand que le nombre de périodes à la seconde et la constante de 
temps de la partie la plus éloignée du circuit, seront plus grands. 
Ainsi, par exemple, pour k = 1.000 (environ 460 fréquences à la 
seconde) 1= 0,02 quadrant, r = 4 ohms, on aura : 

c = " îe+aoooy x (o.o2)» = ' 000048 farad - 

soit 48 microfarads. 
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Noua aurons : 

Xi = 5,10 1 

L'intensité efficace sera 5,10 fois plus grande dans la portion la plus 
éloignée du circuit, que dans la section où agit la source extérieure. 

Nous avons vu (page 66), que si le circuit dérivé de résistance r 4 
est celui dans lequel le travail est utilisé, le rendement a pour ex- 
pression : 



R<=±! = 



r,(rj + fc-XJ) 



T« R | (r, + r t )« + A* (X. + \r | + *' (r, XJ -h r, XJ) + r, r,(r f + r.) 

dans le cas du condensateur transformateur, nous avons : 



>! = '■ r . = ° ^^""^ 



nous aurons donc : 



R« = c 



^) r '+ k '( l -wJ\+ kar -è 



R.r'fcV + R (k*cl— l)»4-r 



R< = 



l+^f^c/ — l)»+Rr.*V 



Le rendement sera maximum, quand le dénominateur sera mini- 
mum. 

Prenons la dérivée par rapport à c et égalons-la à zéro, nous au- 
rons : 
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' 2 VI. ?L(Vcl~ l) + 2i'Rrc = o 






<? =s 



n + £• /• 



Le maximum de rendement correspond donc au maximum du 

rapport : 

XJ 

Et dans ce cas, on a : 

II est également intéressant de comparer la Valeur maximum de 
f. e. m. de la source, E a , avec la différence de potentiel inaximum 
agissant aux bornes du condensateur, 2. 

En faisant : 

fi = r r, = o ' 

•-' >•— K X = L 

dans l'équation de la page <&, nous aurons : 



2Rr 



Ji, — i — y pra 



l'équation de la page 62 nous donne : 



"+*0-tk)' 



Nous aurons donc : 

TRAITÉ D'ÉLECTRICITÉ 
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On peut, au moyen de cette équation, déterminer S quand E« est 
donné. Si un un condensateur de capacité c i était intercalé dans le cir- 

cuit principal, il faudrait remplacer dans l'équation L par X « L — p— . 

Quand r est infini, on doit retomber sur le cas d'un circuit dans 
lequel est intercalé un condensateur, on a alors : 

Ea 



S = 



^(1 — **cL)»+*VR* 



c'est bien la formule que nous avons trouvée page 46, pour la valeur 
maximum de la différence de potentiel aux bornes d'un condensateur 
intercalé dans un circuit de résistance R. 



$ 10. — INDUCTION MUTUELLE 

Supposons que deux circuits soient placés dans un milieu magné- 
tique de perméabilité constante et qu'une f. e. m. périodique simple 
agisse dans l'un d'eux, que nous nommerons circuit primaire, l'autre 
étant le secondaire. 

Le circuit primaire sera parcouru par un courant alternatif, ce qui 
fera varier à chaque instant le flux de force embrassé par le circuit 



secondaire, de sorte que ce circuit sera soumis à l'action d'une f. e. m. 
alternative et qu'il sera parcouru par un courant alternatif. 

Le courant secondaire réagira sur le champ et par suite, sur le 
courant primaire. Si, en outre, les circuits ont de la s. i., on voit que 
le courant dans le circuit primaire sera dû à une f. e. m., qui sera la 
résultante de la f. e. m. appliquée, de la f. e. m. de s. i. et de la 
f. e. m. due à la réaction du courant du circuit secondaire sur le 
champ magnétique. Le circuit secondaire sera parcouru par un 
courant dû à une f. e. m. qui sera la résultante de la f . e. m. due à 
l'induction du courant primaire et de la f. e. m. due à la s. i. 

Supposons les deux circuits dépourvus de s. i. et désignons par i 4 , * f 
les valeurs instantanées des intensités des courants qui y circulent, r t , r t 
les résistances de ces circuits, et par *»= E a sin kt, la valeur instanta- 
née de la f. e. m. appliquée au circuit primaire. Désignons, en outre, 
par M le coefficient d'induction mutuelle des deux circuits, c'est-à- 
dire le flux de force embrassé par l'un des circuits, lorsque l'autre 
est parcouru par un courant d'intensité égale à l'unité. 

Puisque nous avons admis que la perméabilité magnétique du 
champ est constante, le flux embrassé à chaque instant par le circuit 
primaire sera égal à Mi t , de sorte que la f. e. m, due à la réaction du 
courant parcourant to circuit secondaire sera : 

dt dt 

En appliquant la loi de Ohm, nous aurons : 

r t i t = E tf sin ht -«— M ~ 
On aura, pour les mêmes raisons, dans le circuit secondaire : 

car la f. e. m. due à la réaction du courant parcourant le circuit 
primaire est la seule f. e. m. agissant dans ce circuit, on aura donc : 

M di t 
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dit M d*i , 

dt~~ r/ d? 

— — . ^ — ni, + E a sin kt = o 

Equation différentielle, dont la solution générale est de la forme : 
t\ =» A*"" + B sin ht + C cos ht 

Le terme exponentiel diminue très vite à mesure que t augmente, 
dô sorte que quand le régime permanent est établi, on a : 

i, = B sin ht + G cos ht = B sin ht + C sin (ht - | J 

i t est donc la résultante des deux fonctions périodiques simples 
de même phase, il sera donc représenté par une fonction pério* 

dique de la forme D sin (kt— y), Comme r f t t = — M -rf , i 9 sera 

également une fonction périodique de même phase (page 14). 

Nous avons démontré, que la s. i. et la capacité n'influent pas sur 
la phase des courants alternatifs simples. 

Nous pouvons donc dire que, lorsque le régime permanent est éta- 
bli, les deux circuits sont parcourus, dans tous les cas par des cou- 
rants alternatifs simples dont la phase est la même que celle de la 
f. e. m. extérieure appliquée au circuit primaire. 

Nous pourrons donc employer, pour la résolution des problèmes, 
une méthode analogue à celle que nous avons appliquée dans le cas 
des circuits ayant de la s. i. et de la capacité. 

Reprenons le cas des circuits dépourvus de s. i., prenons i h = I sin kt 
et cherchons la valeur de t fl , nous aurons : 

i t = cos ht 

r, 



mais 



cos ht = — sin (ht — ^ j 
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nous aurons donc : 

Le courant parcourant le circuit secondaire est donc décalé de 90* 
en arrière du courant parcourant le circuit primaire. 

Nous pouvons maintenant résoudre le cas général. 

Soient r, et L 4 , la résistance et le coefficient de s. i. du circuit pri- 
maire, c t la capacité d'un transformateur intercalé dans ce circuit, 
r t , L t , c„ les quantités correspondantes du circuit secondaire* 

Désignons par: 

ea = E a sin(fc-O) 

la valeur instantanée de la f. e. m. extérieure appliquée au circuit 
primaire ; 
Par: 

i, = I, sin kt 

la valeur instantanée du courant circulant dans ce circuit. 
Par: 

/, = X, sin (kt — ? f ) 

la valeur instantanée de l'intensité du courant, dans le circuit secon- 
daire. 

Nous avons donc cinq quantités E*, I 4 ,X„ 6 et?,; étant donnée Tune 
d'elles, on doit pouvoir trouver les quatre autres. 

En appliquant la loi de Ohm, au circuit primaire, dans lequel agissent: 

1* la f.e.m. appliquée e a , 2° la f.e.m. due à la s.i., qui est— L 4 -j- 1 , 3° la 



dV i 
f. e. m. due à la capacité — V |f pour laquelle on a -^ = -*- ,et4°laf. 



dt 
dt~~V 



di ' 
o. m. due à la réaction du circuit secondaire, qui est — M -77 , on 

al 

aura : 

(i) . Easin(*t-0)- L f Jr-.V^M§- r<i % = o 



Dans le circuit secondaire agissent les f. e. m. : 



M dV , JJi dt* v * 



on aura donc : 



Mdi\ r di t _ 

(2) M ïk+ L *Qt+ V . + 'V.= * 

Prenons les dérivées de ces équations par rapport au temps, nous 
aurons : 
Pour Téquation 1 ; 

kE« ces (H - 6) - L,^- -jgi -M gJ- r, ^ = o. 
Pour Téquation 2 : 

i f == I, sin ht jr 1 = *I« «os ht 



Posons : 



Jjf = -«,■** 



i, = X, ain (ht — y t ) 



;j£ = *X, cos(** - f t ) J^ = _ *-x t gm(fo - ?,) 

<*V« _ i t _ I t sin ht dV t _ i % _ X t sin (ht— y.) 

dt Ci c\ dt c t c t 

Les équations deviendront alors : 
h E a cos (ht - Q) + VLtI i smkt--^8mkt—hr i Itco3H+h* MX t 8in(^-9,)=o 
* E« cos (Ict — 0) + i^L, — -JL^gjnfe- fe-iLcosfct + ^MX t8 in(itt-i»,)=o 



En posant 
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L « ~ S? t =)| 



nons aurons : 

(8) E« cos (fc_0)+ *X f I, gmkt — n I, cosl*+*MX t sin (fe — *)»♦ 
— *-MIi sin k-*"L t X t «n (fe — ?,)+—• sin(ft— f,)+4r t X t cos(Al-^)=a 
en posant : 



t*: 



nous aurons : 



(4) — h M I, sin fc— *V-X, flî» (** — ?.) + r, X.cos (fc — 9 ,) = o 

En nous reportant à l'équation générale (page 27), l'équation 4, 
nous donne : 



A=*-*ML 


C= — ifcX, 


Bx=0 


D = r, 


X ._A«+B'_ 


*¥' . B 



(5) 



(6) tg ?a - jctTBD - A3 - (5 - - * '• 



Nous aurons donc : 



AD— BC_AD D r f 



• t = Ii. ' /3 — jl sin {ht — 9.) 

\ 
Dans le cas où \ t = o, c'est-à-dire quand L, = - — > ou bien quand 

A: c t 

le circuit secondaire est dépourvu de s.i. et de capacité (voir page 85), 
on a: 



^.88 — 
tg ?, = -oo, 9, =j 

Le courant dans le circuit secondaire est décalé de 90° en arrière 
du courant du circuit primaire. 

En faisant successivement **="5 et A*=o dans l'équation 3, 

nous aurons : 

E« sin = — hhli — *MX t cos <p t ' 

Eo cos 8 = r 4 ï 4 4- ftM X, sin ?, 

ft __ &*«!,+ A?MX t cosy. 
lg riIt+*MX t sin?, 

En nous reportant à l'équation 4 et à l'équation générale (page 27), 
nous aurons : 

T 

Y AC + BD _ PM). T 

A, COSft — c , + p. — ^ 4 kt) , 1, 

y .;«- _ BC — AI) *r,M , 
Nous aurons donc : 

^ ri (rî + *• /?) + *• r.M» 

(7) tg» -t *' M ' W ' ( ^^ 

VJ * r, (rî + ** X») -j- A» r , M* 

En élevant au carré les équations et en les ajoutant, nous aurons ; 
E* (sin» « + cos* 6) = *• X* Iî + rî I? + *» M» Xî (sin' ?, + cos* ?,) 
+ 2 k M I, 'r, X, sin f, + *X, X, cos ?,) 
E* = Ptflï + rf ir+ JPMXi + 2*MT, (r.XâSin 9j + k\ X, cos ?.) 

i-'M'Xî= r ,^, xs i; (page 87) 

r l X t sin9 t + a < X t cosr 2 = rî+fc'XÎ ' 



<8> 



E.^jr? +*»!•+ » If '^-yj^'^N j lî 



Les équations 5, 6» 7, 8 permettront de résoudre tous les prûr 
blêmes. 

Clerk Maxwell a donné dans les Philosophical Transactions, xm$ 
solution très élégante de la question, solution que nous allons 
indiquer. 

Si on désigne par R' la résistance, et par X' la quantité analogue à X |f 
que devrait avoir le. circuit primaire, pour y obtenir, avec la f, e. pi. 
appliquée, e a = E« sin (H — 8) un courant i t = I 4 sin M 9 quand le 
circuit secondaire est supprimé, on aura : 

E. tin (ht - 6) = Rï, + L'^ + V 
et en prenant la dérivée : 

h Ea cos (te - 0)= h K I, cos ht — *« V I, sîn ht + îi sin ht 

c 

en posant : 

h* c 
on aura : 

E cos (ht — 6) = R7, cos ifc* — Jfc X* I 4 sin 

En faisant successivement dans cette é quation, Af =^,etA( = o 
nous aurons : 

EaSÏuOzz — kVI % 
E a COS = R'I, 

Et, nous reportant aux équations trouvées précédemment (page 88), 
nous aurons : 

*VI, = *\I.'+ *MX.oos y ,= Jfex t I,- r ^^ I. . '.' , 
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(10) R I, =r,I, + h MX, «n ?,= * , J.+ y /ffi >i h 

et 

ai) **• = -*? 

(12) E2 = (R'« + *«X") Iî 

En résumé, si nous désignons par I, = X,, la valeur maximum du 
courant dans le circuit secondaire, nous aurons : 

I, = , , a =• (voir page 81). 

\/rî + A* Xî estlarésistance apparente totale du circuit secondaire; si 
nous appelons la quantité /R ,f + A*** 1 , la résistance apparente totale 
équivalente ( ! ) du circuit primaire, nous pourrons écrire (•) : 

Valeur max. du courant primaire résistance appar. totale du circuit second. 

Valeur max. du conrant secondaire h M 

^ , , , . . Valeur max. de la f.e.m. extérieure 

Valeur max. du conrant primaire = ■ . - . ■ . . . , . — : — s — 7—3 : — 

r résistance appar. totale équivalente du pnm. 

Nous avons vu, page 87, que : 

et page 88, que : 

■v AroM T 



(1) Clerk Maxwell, qui no s'est occupé que du cas où les circuits ont seulement do la 
s, i., appelle la quantité; 

vte' f + A* L 9 * 

équivalent impédance. 
(S) Voir Fleming : The alternats entrent transformer, page 153. 
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X â C08 ?J =- rî+jfcaxî 



Comme X t est positif, le sinus est toujours positif; le cosinus sera 

positif si X, est négatif, et négatif si X, est positif. 

1 
Suivant que L ê sera plus grand ou plus petit que -rrr, le courant 

parcourant le circuit secondaire sera décalé de s à ir, ou de o à -s-» en 

arrière du courant circulant dans le circuit primaire. 
Quand le circuit [secondaire n'a que de la s. î. f le décalage en ar- 

rière du courant secondaire est compris entre -s- et *. 

On a pu donner une explication des curieuses expériences de 
M.Elihu Thomson, à l'Exposition de 1889, dont les principales étaient : 

1° La répulsion d'un anneau de cuivre, entourant un électro-aimant 
parcouru par des courants alternatifs. 

2* L'allumage d'une lampe à incandescence, placée dans un liquide, 
au-dessus d'un électro-aimant parcouru par des courants alternatifs; 
la répulsion de cette lampe, qui monte dans le liquide, suivie de son 
extinction* 

En représentant par des courbes l'intensité du courant parcourant 
le circuit primaire et le circuit secondaire, en fonction du temps, on 

voit immédiatement que si le décalage est compris entre -g- et "> les 

courants sont de sens contraire pendant la plus grande partie du 
temps. Or, deux courants de sens contraire se repoussent avec une 
force proportionnelle à leur intensité; les courants s'attirent au con- 
traire quand ils sont du même sens. 

Sur la figure 19, on voit qu'il y a attraction entre AB, CD et EP, et 
répulsion entre B et C et entre D et E, et de plus que, dans la période 
répulsive, les intensités sont supérieures à celles de la période 
attractive.. 

Quand un circuit secondaire a de la s. i . , il tend donc à être repoussé 
par le circuit primaire. 

C'est ce qui a lieu dans les expériences de M.Elihu Thomson: l'an- 
neau dans un cas, la bobine placée au-dessous de la lampe, et dans 
lequel est intercalé le filament de cette dernière, pouvant être consi- 
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dérés comme le circuit secondaire, l'enroulement de rélectro-aimant, 
étant le circuit primaire. 
L'extinction de la lampe, après sa répulsion, est due à ce que le 




coefficient d'induction mutuelle des deux circuits diminue très rapide- 
ment avec leur distance. L'intensité maximum du courant secondaire : 



I a : 



£M 



Jïï+ïï 



i« 



diminue donc très rapidement, et il arrive un moment où ce courant 
ne peut plus porter à l'incandescence le filament de la lampe. 

Comme nous le verrons plus loin, les transformateurs sont des ap- 
pareils destinés à transformer un courant alternatif, ayant une in- 
tensité efficace, et une f. e, m. efficace données, en un courant ayant 
une intensité efficace, et une f. e, m. efficace différentes. 

Us se composent d'un noyau (ordinairement en fer ou en métajl 
magnétique) formant un circuit magnétique, qui peut être ouvert ou 
fermé, sur lequel sont enroulées un certain nombre de spires n, du 
circuit primaire (celui dans lequel agit la f. e. m. extérieure) et n t , 
spires du circuit secondaire. 

M, Hopkinson a indiqué une méthode indirecte de calcul, dans 
laquelle interviennent les nombres de spires enroulées sur le noyau 
du transformateur. 

En supposant la perméabilité du noyau constante, si & désigne la 
résistance du circuit magnétique, on a : 



— 98.- 






; indiquant les longueurs des diverses parties du circuit magnétique, 
s leurs sections, et fx leurs perméabilités (supposées constantes). 

M. Hopkinson suppose que le flux magnétique dans le noyau varier ' 
sinusoïdalement, de sorte que si * désigne le flux de force à un instant 
donné, et 4> la valeur maximum de ce flux, on ait : 

<& = o sin kt 

D'autre part, si i, et i t représentent les valeurs instantanées des 
intensités du courant primaire et du courant secondaire, on a : 

4 n (n, i, + n^^) = <t> & = & <&<, sin h t 

Posons : 

* i — I. sin(A*- ?l ) 

t a =1, sin (ht - ?f ) 

l ¥ et I t représentant les intensités maxima des courants qui circulent 
dans le circuit primaire et dans le circuit secondaire. 

Le flux de force total, traversant le circuit secondaire à un mo- 
ment donné, est : 

<ï>' a = n a 4> 

la f. e. m. d'induction, agissant dans ce circuit, qui est la f. e. m. ap- 
pliquée, est donc : 

= — n, —ç- = — kn* 9 cos h t 

at ■ dt 

Si L, est le coefficient de s. i. de la partie de ce circuit, située en 
dehors du transformateur oh aura la relation : 

(1) hn t $ocos kt-+ kh t I t cod(kt — ?,)+ r.l.sinCfo — fà=o 

D'autre part, la relation : 

4* (n, i f + n t i t ) ■= Q{ *o sin kt 
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donne : 

4* », n, ' 

(2) I, un (b - 9( ) = ft?2 sin ** - 2s I, sia (*t - ~). 

Si L 4 et r t représentent le coefficient de s. i. (en dehors du 
transformateur) et la résistance du circuit primaire, et si on désigne 
par : 

ta = E« un (ht — *) 

a f. e, m. extérieure à appliquer à ce circuit pour avoir : 

i t = I, sin (ht — p,) 
Les f. e. m. 9 agissant dans ce circuit seront : 

ta — L -jj± — — h L t I, cos {ht - ? 4 ) 

et la f. e. m., due à la variation du flux dans le noyau, qui sera : 

$1 = — hn t * cos ht 
Nous aurons donc : 
(8) E a sin (ht — 0) = r, I, sin (ht — p € ) -h hh t I, cos (ht — y,) + hn, cos ht 

Les équations (1), (2) et (3) permettent de résoudre les différents 
problèmes, relatifs aux transformateurs. 

Dans le cas, où les coefficients de s. i. des parties des'circuits si- 
tuées en dehors du transformateur, L, et L,, sont assez petits pour 
pouvoir être négligés, les équations deviennent : 

(1) hn t ** cos ht+r 9 1,8m (ht — ?a)=o 

(2) l.^(ht- fi )=^BmH^l t f i ia(ht^ f9 ) 
(8) E«sin (fe—«)«r l I l siii(fc — 99 )+hn ê * cos ht 
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En faisant successivement kt = o et A*= £ , dans l'équation 1, on 

aura : 

r, I, tin y, = *** *# 

^1,008^ = 

En élevant au carré et en additionnant, on aura : 



r% -- tg^^OO ff =r|. 



En faisant successivement kt=o et ** =» | , dans r équation 2, on 



aura : 



— li sin ?, = -î I, Bin Ç t 



isin f# =— — - *, 
En élevant au carré et en additionnant, on aura : 
En divisant la première relation par la seconde, on aura : 






En faisant successivement kt=o et kt = ~ , dans l'équation 3, on 

2 



aura : 

— E* sin 6 = — r, I f sin ?, + hnfio 
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E„ cos 9 = r, I, oos <f, 

En élevant au carré et en additionnant, on aura : 

EJ, = r? Iî + fc» n? *», - 2 *r, n, *„ I, sin «?, 

x, l . 16 »'*■*; + ri 3f . „. . 2*r,n, >«,.&». > 

E -~ P 16x«nîrJ +*■"•+ ^ j*o 

-,, _ 16 «■ *' nj rî+rî ri <R« -f 16 r.' fe« n{ rî + 82 *' fr nî nî r , r, 
ii, a _ 16 *• n{ r J *• 

„ 16*» & 1 1 rî n} + in', n\r,r, + rj»\\ + ijrj &' f 
*« — 16 s* nîrî *" 

, 16*'fr(r, nj + r ,nî)' + rî ri <R' 
J! * a — 16 ««nîrî *° 



En divisant la première relation par la seconde, on aura : 
tg •- r t I t sin? t -kn t * = _ I^lJ—L = _ 4,». r a »8 + r tW » 



4nn t 

Rendement des transformations. — Le rendement d'un transforma- 
teur est égal au rapport de la puissance recueillie dans le secondaire, 
à la puissance dépensée dans le primaire. 

La puissance dépensée dans le primaire sera,, si e* est la f. e. m. 
aux bornes de ce circuit, e a i t ; la puissance recueillie sera r t t} et le 
rendement sera : 

£/ -_ ( r * fijmoy 
(fia^a)moy 

On a page 85 : 

r â 1? = r, Xi sin* (ht— ?t ) 



(r*«=^ (page 20) 
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, ,, 1 fc"r t M f Tt 

(r t i,) m o r = g. fî + ^ > é It 

i, = Ii sin fc e tt = E sin (ifct — 0) 

««il = E a I| sin ht sin (*t— 6) = E* I, sin*t . cos (ht— S — |) 

(«. *'.W = ^ sin (0+ ï) = ?if2i I, (page 20) 

E a cos6=r 1 I l +ifeMX t 8m ff =riI < + ; ^^I l (page 88). 

«ai, W - g ^ + r j +ifc , ^ I.- 5 rî + *«H 

On aura donc : 

' (e«fi)n.o y r, ri + ^r,*} + V r, M*"" 1 r, r} + *»r, XJ +*• r, M« 

En employant la méthode de M. Hopkinson, et en supposant que 
la portion du circuit secondaire, située en dehors du transforma- 
teur, n'a pas de s. i., on a (pages 93 et suivantes) : 

(r, tVmoy = ^ =^ « j£ *i (page 95) 
e a = E tt sin (ht — 6) t 4 = I, sin (ht — f,) 

e a 1, = E tt I, sin(^ — 0) sin (te — ^ t )=E a li \ sin 1 fecos 0co* ^ 
— sin ht cos *t(sin 6cos y, + cos0 sin j 4 ) + cos' & sin sin ç, j 
On aura, voir page 20 : 

(e*i*)moy = g (E a I, cos 6. cos f t + E a I« sin 0. sin y,) = 

(e a U)moy = g (r € 15 cos f y« + r, Iî sin» * — *n f *, I, sin ft) (page 95) 

TRAITÉ D'iLSOTBICITÉ 7 
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(t n _1 16 «'*' < (r.m' + r.nQ + r.rîft' 
«a ij« v - g 16 ,,,.,„, *„ 

Oh aura donc : 

R , 16t*lfln , ,n\r\ 16 it* k* n', ni r, 

r, { 16^k'nl{ ri ni+r t n])+r t rïgi' { r, rS ft'+16 s'*' n? (^nj+r.nj) 

Dans les transformateurs à circuit magnétique fermé, & est très 
petit et peut être négligé, on a alors 

K - 16n'A'nï (r, nj + r.n?) ~~ r, n\ + r a nî — 



L'expression du rendement théorique est donc de la forme ; 

a H-***' 

la dérivée première, qui est : 

2afc 



(a-t**') 4 



est positive. 

Le rendement théorique augmente donc avec A, c'est-à-dire avec 
la fréquence : 

D'autre part, dans le rendement réel interviennent les pertes par 
courants de Foucault et par hystérésis, qui, comme nous le verrons 
plus loin, augmentent avec la fréquence. 

Un transformateur donné, doit donc avoir un rendement maximum 
pour une certaine fréquence, c'est ce que M. Mordey a reconnu 
expérimentalement. 






Le transformateur qu'il a étudié, avait un rendement maximum 
pour une fréquence de 100, c'est-à-dire A= 628 environ. 

Le cas d'un transformateur ayant deux circuits secondaires 
distincts, peut être étudié de la manière suivante : 

Désignons par t, r et L, l'intensité du courant, la résistance, le 
coefficient de s. i. du circuit primaire, parc la capacité d'un condensa- 
sateur intercalé dans ce circuit, pari, r 4 ,L, étales quantités corres- 
pondantes pour le premier circuit secondaire et par/,, r t ,L t etc t celles 
du deuxième circuit secondaire, par ? a =E* sin (kt — 6) la f. e. m. 
appliquée au circuit secondaire par M, le coefficient d'induction 
mutuelle du primaire et du premier secondaire, par M,, celui du pri- 
maire et du deuxième secondaire, par M celui des deux secondaires. 

En posant : 

t = I ain ht, 1 1 = X, sin (Jet — f f ), i, =X a sin {ht — ç t ) 



nous aurons 



Mais : 



M di 9 %r di* T di , r 
«7fc- M «-3f- L J < - V - r,: 



2 dt " M Tt " Ll dt " v * "" r * * = ° 



dY i I sin fa v __ I cos fa 

9 » ' 



dt c c 9 kc 

de même on aura : 

Vi = - t^- cos(fa- ?< ) V 2 = -|j cos(fa-? f ) 

E« sin (fa— 0) — *.M,X 4 cos (fa— n) — fc M 2 X a cos (fa — ?*) — & L I cos * 

+ y- cos fa — ri sin fa = 

K C 



100 



— h M 4 I cos fa — hM X, cos (fa — ?t ) — JcL h X x cos (A* — o 4 ) 

X 

"+ faT °° 8 W* ~~ ?4 * ~~ r « X| sin ( *' "" ^) = ° 



*M, I cos A* — *MX« cos (fa — ft) — fcL t X t cos (fa — <?,) 
c 2 



+ r- a cos (fa — yj) — r t X 2 sin (fa — ? â ) = o 



En posant : 



X = L— p- X t =Li— TT7 ^a=Li" 



nous aurons : 

(1) E tf sin fa — 6) — fcM, X € cos (fa— ?<) — * M t X, cos (fa — ? t ) 

— H cos fa — ri sin fa = o 

(2) *M f I cos fa+*MX, cos (fa-<p f )+fcXi X, cos (fa— jO+nXi sin(fa— ? € )=o 
(8) *M t Icos fa+ifcMX, cos (fa— çi)+*\X a cos(fa— <p,)+r t X, sin (fa— ? t )=o 

Ces Irois équations permettront de résoudre les différents problèmes 
relatifs aux transformateurs à double circuit secondaire. 

En employant la méthode de M. Hopkinson, et en désignant par 
*> n n n «> te nombre de spires de chacun des trois circuits, enroulées 
sur le transformateur par ${ la résistance du circuit magnétique ; par 
0= $ sin kt la valeur instantanée de flux ; nous aurons : 

4* (ni + nt i t + n 2 ij) =* & = & # s in fa 

Le flux de force traversant chacun des circuits sera à un instant 
donné : 
Pour le primaire : 

n * = n <P sin fa 

Pour le premier secondaire : 

m * = m * sin fa 
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Pour le deuxième secondaire : 

n È $ = n t * gin kt 

Les f. e. m. dues à la variation du flux de force, seront respecti- 
vement pour chacun des circuits : 

— kn * cos kt, — kn A *«, cos kt, — kn^ *© cos ht 

Si on désigne par L, L, et L 9 les coefficients de s. i., de la portion 
de chacun des circuits placée en dehors du transformateur, on aura 
en considérant chacun de ces circuits : 

E a sin(fe— 6)— kn* a cos te — k LIcos (ht — ?) — ri sin (kt— ?) =o 
kn\ * cos kt +*LiXicos (kt — y,) + r, Xi sin (fc — ?i) = o 
foi t * cos A* + *Lt X § cos (& — f t ) -j- r t X t sin (to — f ,) = o 

Équations qui permettent de résoudre tous les problèmes relatifs 
au transformateur à double circuit secondaire. 

Nous verrons plus loin que les phénomènes sont profondément modi- 
fiés par l'hystérésis, les courants de Foucault et la variation de per- 
méabilité du noyau, quand celui-ci est formé d'un métal magnétique. 

§ 11, — CIRCUITS DÉRIVÉS AVEC INDUCTION MUTUELLE 

Les deux circuits d'une dérivation peuvent réagir l'un sur l'autre, 
c'est-à-dire avoir un coefficient d'induction mutuelle. 

Désignons par r t et r f les résistances des circuits, par L t et L, leurs 
coefficients des.i., par M, leur coefficient d'induction mutuelle (nous 
supposons L |f L f et M constants), par i t et i t les valeurs instantanées 
des intensités des courants, par i = I sin kt, la valeur instantanée de 
l'intensité du courant avant la dérivation. 

Faisons : 

i f = X t sin (kt — ? € ) 



— 102- 
i , = X t siû (fa — ço) 
Nous aurons à chaque instant : 

i* = i j + i 2 

(1) I sin Jet = X, sin (fa — <?<) + X 2 sin {ht — ?,) 

Si nous désignons par e> la valeur instantanée de la différence de 
potentiel aux bornes de la dérivation, nous aurons successivement : 

. = „, + L.§+M§ 

(2) e =r l X l sin {ht — ?,) + fc L 4 X t cos (fa — y,) + AMX.cos (fa — ?*) 

. = „.-. + I,§+M§ 

(8) * = r a X § sin (fa — y 2 ) + & L t X, cos {kt — <P t ) + * M X, cos (fa — ? f ) 

En retranchant l'équation 3, de l'équation 2, nous aurons : 
(4) r 4 X, sin (fa— <?,)— r t X t sin(fa-?a) + *L,X< cos {kt— ?,) — AL t X,cos(fa— ? t ) 
+*MX 2 cos (A*— f a ) — ifcMXi cos (A* — <p 4 ) = o 

De l'équation 1, nous tirons : 

X 2 sin {Jet — <tà = Ismkt — X, sin {kt — ç 4 ) 

et, en différentiant : 

h X 2 cos {ht — y,) = M cos kt — &X, cos {ht — ? ,) 
X, coa (kt — ?,) = I cos fa — X, cos (fa — ?<) 

Portant ces valeurs dans l'équation (4), nous aurons : 
r,X 4 sin (kt — ft) — r, I sin fa + r 2 X, sin (fa — ?,) + fcl^X, cos (fa — y 4 ) 
— *L t I cos fa + *L 2 X 4 cos (/;* — ?,) + AMI cos fa 
— 2*MX,cos(fa — ?,) = o 
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— r 2 I sin M + h (M — LJ I cob H + (r x + rj) X, sin (ht - ?,) 
+ h (L, + L a - 2M) X, cos (ht - ?i) = o 

En nous reportant à l'équation générale (page 27), nous avons : 
A = - r J C = n + ^ 

B = *(M - L 2 ) I D = h (L, + L a -2M) 

d'où : 

va _ A' + B' _ rî + y (M - L t )« „ 

^-C-+D« -(r,+r J )' + ^(L 1 + L î -2M)« 

*„ _ AD - BC „_ , r. (L, + L a - 2M) 4- (n + r,) (M - L a ) 
tg * ~ AC + BD - *r, (r € + r a ) - 4- (M-L,) (L,+ L.-2M) 

On aura, par raison de symétrie : 

y>- r? + fr (M - L,)' T , 

a " (r l +r t )» + ibML l + L a -.2M)* 

to . __ , r, (Li + L, -2M) + (r, + r t ) (M - LQ 

'^ f2 ^ n(r 1 +r l )-A«(M-L ( )(L 1 +L l -2M) 

En faisant M = o, dans ces formules, on voit que Ton obtient celles 
des pages 60 et 61. 

En posant e = £ sin (ht — 0), on pourra trouver les valeurs de £ et 
de 6. 

§ 12. — THÉORIE GÉOMÉTRIQUE 

La représentation graphique, des divers phénomènes qui se pro- 
duisent quand une f. e. m. périodique simple est appliquée à un 
circuit pourvu de s. i. (dont le coefficient de s. i, est constant) et de 
capacité, est due à M. Blakeslay. Nous allons en examiner la 
théorie et en donner les principales applications. 
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Considérons 0) (flg. 20) une droite OA, tournant autour d'un point 0, 

avec une vitesse angulaire k 
et faisant à l'instant donné, 
un angle u> = M avec une 
droite Ox (La rotation ayant 
lieu en sens inverse des ai- 
guilles d'une montre). 

Si Oa est la projection de 
OA, sur un axe Oy perpendi- 
culaire à Ox y on aura : 

Oa = OA sin Jet 

Fig% 2 Si OA, est proportionnel à 

la valeur maximum d'une 
fonction périodique simple, la valeur instantanée de cette der- 
nière, sera proportionnelle à Oa. 





Kg. «l 



(1) BUkoslay. — Les Courants alternatifs d'électricité, traduit de l'anglais, par 
M, W, C. Rechnewski, 
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On pourra donc représenter par une droite tournant autour d'un 
point avec une vitesse angulaire *, une f. e. m. périodique simple. 

Supposons maintenant que Ton ait deux f. e. m. périodiques sim- 
ples de même phase agissant sur un circuit et ayant les valeurs 
instantanées 

e = £ sin kt 

e' = E; sin (kt + f) 

La première pourra être représentée par À (flg. 21) et la deuxième 
par OA\ faisant avec la première (dans le sens positif)un angle y. 

Si Oa et Oa* sont les projections de OA et OA' sur Oy, la valeur 
instantanée de la résultante sera proportionnelle à : 

Oa+ Oa* 

Si par A, nous menons une parallèle AA" égale à OA* la ligne OA" 
représentera la résultante des deux f. e. m., en effet, il est facile de 
voir que l'on a : 

Oa" = Oa + Oa> 

La composition de deu* 
forces électromotrices, cor- 
respond donc exactement à la 
composition des vitesses ou 
des forces. 

On peut facilement géné- 
raliser. 

Si des droites telles que 
OA, AB, BC... KL (fig. 22), 
représentent diverses f.e.m., 
la résultante sera représentée 
par la ligne de fermeture OL 
du polygone. 

Si pour un circuit, on a tenu * Kig> n 

compte de toutes lesf. e. m., 

qui y agissent, la valeur maximum de l'intensité du courant sera 
proportionnelle à la longueur de la ligne de fermeture du polygone 
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et la valeur instantanée sera proportionnelle à la projection de la ligne 
de fermeture sur Taxe Qy. 

Si m est le Rapport de proportion pour les f. e. m., c'est-à-dire, si 
on a, par exemple : 

E, = m ÂB 

E a i±mES Stc. 

La valeur maximum de l'intensité du courant sera, si r est la résis- 
tance du circuit : 



I » 



m OL 



et la valeur instantanée. 






m 



ÔT 




Fig. 23 

i Self induction. — Une f. e. m. extérieure E a sin kt est appliqué* 
un circuit de résistance r, ayant un coefficient de s. i., L. 
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Nous savons que la f. e. m: effective est en retard d'un angle ?, 

AL 
donné par la relation tg f= — , par rapport à la f. e, m. appliquée. 

Si donc OA (fig. 23) représente la f. e. m. appliquée, la f. e. m, ef- 
fective sera représentée en direction, parla droite OE, faisant l'angle ? 
avec OA, ? étant compté dans le sens négatif. Il sera donc facile de 
tracer OE. 

D'autre part, la t. e. m. effective est la résultante de la f. e.m. ap- 
pliquée et de la f. e. m de s. i. 

Si X sin (M — f) estla valeur instantanée delaf. e. m. effective, celle 
de la f. e. m. de s. i. sera : ■ 



-iLX cos (kt — 9) = *L X sin (kt — ? — |) 



La f. e. m. de s.i. fera donc un angle — - avec la f.e. m. effective, 

ia direction de la droite qui la représentera sera donc 01. 

Pour trouver les valeurs maxima des f. e* m. il suffira de mener 
par A une perpendiculaire AE sur la direction OE et si : 

E a = m OÂ 



on aura 



I = m — — et £2# —m AE 

r 



6$ max = E# = m. AE 

D'après les relations trouvées page 33, on a : 



A.LEa ,-, . x -r, &L.Ea 

e t = - cos ? cos (kt — ç) E, = — — - cos y 



1 = — cos f sin (kt — y) I = — - cos ? 



E, = A.L.I 
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Si I est donné, on prendra (fig. 24) OB proportionnel a ri, et Ton 

mènera en B une perpen- 
diculaire BC dont la lon- 
gueur sera proportionnelle 
à*LI. 
On aura bien.: 




Fig. 24 



tgCOB=tg?= 



mr I 



r 



Condensateur intercalé dans le circuit. — Une f. e. m. extérieure, 

e a = Eo sin kl est appliquée à un circuit de résistance r, dans 

lequel est intercalé un condensateur de capacité c. 

Nous savons que la f. e. m. effective est en avance d'un angle ?' 

4 
donné par la relation tg f = — , par rapport à la f. e. m. appli- 

kc r 

quée. 
Si donc OA (fig. 25) représente la f. e. m. appliquée, la f. e. m. ef- 




Fig. 25 
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fectivesera représentée en direction par OE, faisant l'angle f avec OA, 
f étant porté dans le sens positif de rotation. 

D'autre part, la f . e. m. effective est la résultante de la f. e. m. ap- 
pliquée et de la f. e, m. due à la capacité. 

Si X sin (k t -f ?) est la f. e. m. effective, la f. e. m. due à la capa- 
cité sera représentée par une fonction de la forme X' cos {kt+ y) ou: 



X' sin (fc + *'+£) 



La f. e. m. due à la capacité fait donc un angle * avec la f. e m. ef- 
fective. 

Il suffira donc de mener par A, une perpendiculaire OE, OE repré- 
sentera laf. e. m. efficace et AE =OC, laf. e. m. due à la capacité. 

Puisque : 

E« =mÔA 

on aura : 

Ec = V = m. AE. 

D'après les relations de la page 42, on a, 

t e = — E tt sin y cos {h — f ) E e = E« sin y 



E 

i r=— £ cos f. sin (ht — y) 



T JBia 
1= C08f 



E* = r. tg f . I tgyss^ 

E -I 
Si 1 est donné, on prendra (fig. 26) OB proportionnel à ri, BC sera 




rig. 26 
perpendiculaire à OB et sa longueur sera proportionnelle à — . La 
f. e. m. extérieure à appliquer sera représentée par OC. 



..'jOn aura 
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•' ' JL 

tgC0B = tg? . = i| == ^ 



Circuit comprenant une s. i. et un condensateur. — Si Ton donne 
E«, on prendra (flg. 27) OA proportionnel à E Q . 



\ 



kt. 





/• v^ 


\ 

\ 
\ 










Fig. 87 



On calculera ensuite 



tg ? v = 



k*Lc- 1 



hx 



(page 46) 




Fig. 28 



Suivanl que cette valeur 
sera positive ou négative, 
on portera l'angle ?" dans 
le sens négatif ou dans le 
sens positif de rotation. 
On aura ainsi la direction 
de OE, la perpendiculiare 
AE abaissée de A sur OE, 
représentera la résultante 
des f. e. m. de capacité et 
de s. i. 
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Si I est donné, on prendra (fig. 28) OB proportionnel à ri, on fera 

BC proportionnel à ALI et CD proportionnel à — , OD représentera 

k c 

la f. e. m. extérieure à appliquer. 
On a i 



* ™* * » BC-CD mïàL kc PLc-l 
tgDOB = tg f " = — M — = n = — £T- 



Cas âe$ circuits dérivés. — « Dans ce cas, nous prendrons comme 
donnée, l'intensité maximum du courant dans un des circuits dérivés. 

Lie produit de l'intensité maximum par la résistance du circuit dé- 
rivé, donnera la valeur maximum de la f. e. m. effective agissant 
dans ce circuit. La valeur maximum de la f. e. m. extérieure appli- 
quée à [ce circuit sera trouvée graphiquement, an procédant comme 
il est indiqué ci-dessus, ce sera auaai la valeur maximum de la f. e.m. 
agissant aux bornes delà dérivation ou la f. e. nu appliquée à l'autre 
circuit (ou aux astres circuits). 

Des valeurs de la résistance, de la capacité et de la s. i., de cet 
antre circuit, on déduira la valeur delà f. e. m. effective qui y agit 

En divisant cette quantité par la résistance, on aura la valeur 
maximum de l'intensité. La résultante des courants dans chacune des 
dérivations donnera l'intensité du courant dans le circuit principal. 
On en déduira la f. e. m. effective dans ce circuit, et il sera facile, 
d'après sa résistance, sa s. i. et sa capacité, de trouver la valeur 
maximum de la f. e. m. extérieure à appliquer. 

Soient, par exemple, deux circuits possédant de la s. i. et de la ca- 
pacité dérivés d'un circuit principal, ayant également de la capacité 
et de la s.i., la fig. 12 delà page 63, indique-les valeurs des diverses 
quantités. ... 

I l? est donné. 

Prenons OA proportionnel à r L h (fig. 29), nous mènerons AB per- 
pendiculaire à OA, et nous prendrons AB proportionnel à AL t I |t BC 

proportionnel à r-*- , OC représentera la f. e. m. agissant aux bornes 

de la dérivation. 
Menons la ligne OD faisant avec OA l'angle ?" de sorte que : 
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tg?" 



*'LaC a — 1 



(voir page 110) 



et par C, abaissons la perpendiculaire CD sur OD. 
OD représentera la f. e. m. effective du deuxième circuit dérivé. 

Faisons OD* = — etOA'= — > OA* et OD' représentent les inten- 




Fig. 29 



sites dans les dérivations, la résultante OE' représentera l'intensité 
dans le circuit principal. 

OE = R.OE' représente la f. e. m. effective du circuit principal 

Comme la f. e. m. effective est la résultante : 

l 9 De la £ e. m. appliquée ; 

2» De l'inverse de la f. e. m. agissant au bornes de la dérivation ; 

3° De la f. e.m. de s. i. ; 

4° De la f. e. m. due à la capacité. 

La f. e. m. extérieure à appliquer sera la résultante : 

1° De la f. e. m. effective représentée par OE ; 



■ * « ; » ;/■" ■■ nmi f i n pi . " .fn ' y ^" ■ ' . " " ^■p7 i y^fi y "i r '. ^ l t « »- ■ ?" *■ ■■ p ■» ». — y . -f y ■ *. - 



— 113 — 

2° De la f. e. m. agissant aux bornes de la dérivation, représentée 
par OC; 

3° De l'inverse de la f. e. m. due à la s. i. du circuit principal. 

La f. e. m. de s. i. est en retard de 90° par rapport à la f.e. m. effec- 
tive, sa valeur est ALI; elle sera représentée par 01, perpendiculaire 
à OE, en prenant 01 » AL. 0E\ 

4° De l'inverse de la f. e. m. due à la capacité du condensateur in- 
tercalé dans le circuit principal. 

La f. e. m., due à la capacité, est de 90° en avance sur la f. e. ni. 

effective; sa valeur est -r- ; elle sera représentée par OH, perpendi- 
culaire à OE, en faisant : 

La résultante des deux premières f. e. m. est OG («); on mènera FO, 
parallèle à 01, en sens inverse, en faisant : 

FG = OI-OH 

OF représentera la f. e. m. extérieure à appliquer* 

Si la f. e. m. appliquée était [donnée, on construirait le diagramme 

comme il vient d'être indiqué, en prenant une longueur arbitraire 

pour OA, on mesurerait ensuite OF et on en déduirait l'échelle de 

réduction. 
Dans le cas où les circuits n'ont pas de capacité, les points B et C, 

se confondent, et on a : 

On peut, au moyen de ce diagramme, retrouver la relation donnée 
à la page 53, pour le cas des circuits] dérivés ayant de la s. i., ce 
sera une vérification. 

Nous avons désigné I, par X 4 . 

Nous avons : 

OA' = m. X! OA = m. r.X, 

OE' = ».i 

(1) Il y a une erreur dans la figure, EG doit être égal et parallèle & OC et non à OA. 
traité d'électricité 8 
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Dans le triangle OD'E' nous avons : 

01?* = (H)'' + ÎFÊ ,, — 2ÔW 9 D'E' cob E'D'O 

E'D'O = AOD = ? " = COA = f ' — f f 

E'D'O =*-(?"-?') 

T5EF = ÔD'" + FË'" + 2 OD\ D'E' co8 (y" - f ) 

D'E' = OA' 

SF^ÔD'' + 5T'+ 2 OD\ OA' cos "(? ,f — ç 1 )" 

D , __ OD _ OC. cos y" _ OA cos?" ___ mnX.cosy" 
r, ~ r, ~~ cos ? r 2 r 2 cos?' 

I* = Xî| l+S 522 X+ 2 - c <>8*T" +2^3ill?"c08T"tgç' j 
( râcos" yr r, r, \ 

tgf' = ' COS , ç'=-î 



rï+*'Lï 



tg f " =^ cos.,» =^ r . 8in f » cos ,- = jfâfe 

P. . rî + frLî , 2rr, , f L,L. 
Xï~" l "*"rî + Jfe»LÎ " + "r5+* , LS" t "r3+ <fc*LÎ 



1' .. (r,+r.)'+fe , (L < + L,) > 



On aura donc ; 



-y» ri + ** 14 T , 

l "~(r< + r.)'+*'(L l + L 2 )' 1 

ce qui est bien la relation trouvée page 83. 

| [ Le diagramme montre en outre clairement que, quand les circuits 
dérivés n'ont que de la s. i., le courant dans l'un des circuits déri- 
vés est décalé en avance et l'autre en retard par rapport au courant 
circulant dans le circuit principal (voir page 53). 
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Condensateur transformateur. 



Nom avons indiqué l'emploi du condensateur comme transforma- 
teur, page 78 (flg. 18). 

Faisons OA = m. r t \ i9 et OA' = m. \ t 
(flg. M); 

Prenons AB = h l m I f , OB repré- 
sentera la f. e. m. aux bornes du con- 
densateur. 

Pour maintenir cette différence de po- 

OR 

tentiel maximum, E c = — ♦ il faut un 

tn 

courant dont nous désignerons la valeur 

maximum par I', et on doit avoir : 



e --ê 



r=kcE c (page 109). 



L'intensité de ce courant sera repré- 
sentée par une droite OC = kc. OB. y 

Si e a = Eu sin kt, représente la f. e. m. c 
appliquée aux bornes du condensateur 
l'intensité du courant sera : 




Flg. 30 



et on aura 



Comme r = o : 



i = :X t sin(l* — fj 



tg 9l = ~ TTr (page ^ 



tg ?,= — «>»?«= — g» 



= X |8 in(fc +g) 



OC sera donc perpendiculaire à OB et en avance de 90°. 

Le courant dans le circuit, où agit l'alternateur, sera la résultante 
du courant de charge de l'accumulateur et du courant circulant dans 
la dérivation : 

L'intensité de ce courant sera donc représentée par OD\ résultante 
de OC et de OA'. 

La f. e. m. à appliquer sera la résultante (voir page 112) : 

1° De la f.e.m. donnant naissance au courant, (f.e.m. effective) dont 
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la valeur maximum sera RI , et qui sera représentée par OD , 
en faisant OD = R.OD' ; 

2° De la différence de potentiel aux bornes du condensateur, repré- 
sentée par OB, 

3° De l'inverse de la f. e. m. due à la s. i.. 

Si Ton mène BD" parallèle à OD, en faisant BD" = OD ; OD* sera 
la résultante des deux premières f. e. m. 

La f. e. m. de s. i. sera exprimée par kL I ; la longueur de la ligne 
qui la représente sera kL m\ •— AL.OD'. 

Cette f. e. m- sera représentée par OS perpendiculaire à OD et 
retard de 90°. 

Par D", nous mènerons une parallèle à OS, nous prendrons 
D"E = OS, et OE représentera laf. e. m. extérieure à appliquer. 

Comme vérification, nous pouvons chercher à retrouver, au moyen 
du diagramme, la relation donnée à la page 78. 

Dans le triangle D'OC, nous avons : 

m) % = OC" + CD* — 2 OC. CD* cos D'CO 

D'CO =5-9 CD , = OA > 

FÔ" = CÔ' + UX 9t — 2 CO. OA' sin 9 
D'O = m.l OA' = m.I t = m.X« 

CO = kx. OB = he. -^ = hx. m jO£ = ^m.rX l 

COS 9 COS 9 COS 9 

W = m'I* = m*Xi + ~£?p - 2 m* les Xî. tg ? 

COS y 

ip. = 1 -\ 2 /f cr. tff 9 

. AB kl.ml t kl 



r 
cos» 3 = 



^5 = 1 + fa* (r a + M f ) - 2 V c 
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4i s: *«eV + Vc'l* — 2*«C 2+ 1 

Ai 

ce qui est bien la relation trouvée page 78. 

M. Blakeslay, a indiqué une manière plus élégante de tracer ce dia- 
gramme (*). 

Représentons par OA, la f. e. 
m. effective dans la section la 
plus éloignée de la source (fig. 
31). 

Prenons dans le sens positif 
de rotation l'angle AOB = ?, 

de manière que tg? = — et me- 
nons par A la perpendiculaire 
AB à AO. 

Prenons sur le prolongement 
de BO, le point C de manière à 
avoir : 

BO __ r _ R R f 



Menons la droite BD, qui fait, 
dans le sens positif de rotation 
l'angle ?' avec la droite BC> cet 
angle étant défini par la relation : 

tg* f = 




Fig. Si. 



kcrR 

r +R 



et menons CD, perpendiculaire à BC. 

Du pointe, abaissons la perpendiculaire CE sur le prolongement 
de OA. Prenons la ligne EF égale et parallèle à CD et joignons Fa 0. 

Menons la droite OH, faisant avec OF, dans le sens positif de rota- 
tion un angle défini par la relation : 

(1) Voir Blakeslay, les Courants alternatifs d'Electricité, traduction de M. W. C. Rech- 
niewski, page 59 et suivantes. 
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de F, menons la perpendiculaire FH à OF. 

BH représente la f. e. m. extérieure à appliquer au circuit. 

En effet, il est facile de voir que OB représente la f. e. m. appliquée 
au circuit le plus éloigné de la source, c'est-à-dire la différence de 
potentiel aux bornes du condensateur. On a : 

CD = BC. tg *' = BC.-^| 

BC = BO + OC = BO (l + *)==^f-? BO 
..CD = WR.BO 

CD représente dont la f. e. m. due au -condensateur dans le cir- 
cuit R, et 

CD EF 
TT 0U TT 

le courant de charge. 

OA 

— représente l'intensité du courant dans le circuit dérivé, et comme 

les triangles BAO et OEC sont semblables, on a : 

0E = 0A ÏÏ=5 

OF, qui est la résultante de OE et de OF, représente donc la f. e. 
m. effective dans le circuit où agit la source d'électricité. 

kh 
Puisque tg? 9 = «g- , FH représente la f . e. m . de s. i. dans cette 

section. 

BH, résultante de BO, de OF et FH, représente donc bien la f. e. m. 
extérieure à appliquer au circuit. 

Cas où V un des circuits dérivés, a de la s. t., sans résistance.— Ce 
cas, indiqué sur le schéma de la figure 32, peut se traiter d'une 
manière analogue à celui du condensateur transformateur. 



f 



W, i lrJ - 



Kg, 82 
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Représentons par OA, (fig. 33) la f. e. m. effective dans la première 
dérivation. 




Nous aurons 



Nous prendrons : 



Fig. 33 



OA = m r t 1 € 



AB = - 1 OA = m h l % 1 % 



OB représentera la f. e. m. aux bornes de la dérivation, qui sera la 
f. e. m. nécessaire pour vaincre la s. i. de la deuxième dérivation* 
On aura dans cette dérivation : 



OB 



= Ei = k Z, I a (voir page 107). 



OB 
en prenant OC = t-t , OC représentera I t . 

OC doit être en retaid de 90° par rapport à OB, en effet, si la f. e. m. 
extérieure est représentée par : 

t a = E a sin ht 
Le courant sera : *'= X, sin (ht — ^) 
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?i = g, car r, = o (page 81) 



tg<pt= -^=00, 

Nous aurons donc : 

i = Xi sin (kt — | J 

OA 
Si on prend OA' = — - ; OD' résultante de OC et de OA' représente 
'« 

l'intensité du courant dans le circuit principal. OD = R.OD' représen- 
tera la f. e. m. effective du circuit principal. 

La f. e. m. appliquée à ce circuit sera la résultante des trois 
f. e. m. 

1° La f. e. m. effective OD; 

2° La f. m. agissant aux bornes de la dérivation, représentée par OB ; 

3° Une f. e. m. inverse de celle de la s. i. dans le circuit. 

La f. e. m. de s. i. dans le circuit, fait un angle de 90° avec OD 
qui représente la f. e. m. dans le circuit et on a : 

OS = k.L.OD' 

OD" est la résultante des deux premières f.e.m. (') on tracera D"E, 
égale et parallèle à OS et la f. e. m. extérieure sera représentée 
par OE. 

Induction mutuelle. — Soient L, et r if les constantes du circuit pri- 
maire L a et r, celles du circuit secondaire, M le coefficient d'induction 
mutuelle. 

Cherchons quelle doit être la f. e. m. extérieure à appliquer au cir- 
cuit primaire pour que l'intensité maximum dans le circuit secondaire 
ait la valeur donnée I,. 

Prenons : 

A' = m I 2 OA = m r.I, (fig. 84) 

Menons AB perpendiculaire à OA, AB =:A/ t .OA'. 

OB représente la f. e. m. appliquée au circuit secondaire. 

(1) La droite DD" doit être égale et parallèle à OB et non à OA, comme il est indiqué sur 
la figure. 
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Dans le circuit primaire, on a : 

i, = I f 8in ht 



P o 




y 


1 


\ 


* 


/ff. 

'2 








's 








ï 


A'' 


t 






' 


Vf 

t. 





J 



/' 



Fig. 34 



La f. e. m. appliquée au circuit secondaire sera 
e<i % = k M T, sin (H — à ) 



r Eo t 



mE,, OB 



I € sera représenté par une droite OC = -rrp = ^ en avance de 

90° par rapport à OB. 

Si on prend OC= rfiC\OC représente la f.e.m. effective du circuit 
primaire. 

La f.e.m. de s.i. du circuit primaire est ÀrLJ, et est en retard de 90° 
par rapport à OC, elle est représentée par OE. 

TRAITÉ D'ÉLECTRICITÉ 
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OE =mk LJ^ro.L,^^ OB 

La f. e. m. extérieure de ce circuit sera représentée par OF, résul- 
tante de OC et de— OE. Cetle f. e. m. est la résultante de deux autres, 
la f. e. m. appliquée et la f. m. due à l'induction du circuit secondaire. 

Cette dernière force sera représentée par OD, en retard de 90* par 
rapport à OA. 

OD = mkm 2 = *MOA' 

La f. e. m. appliquée sera donc représentée par OG, résultante de 
OFetde— OD. 

On peut simplifier la construction, en menant par C, une ligne CG\ 
égale et parallèle à OD ; il est facile de voir que EG' représente la 
f . e. m. à appliquer au circuit primaire. 

Si au lieu de I t , on avait comme donnée, une des autres quantités 
(I f ou la f. e. m. appliquée), on construirait le diagramme, en pre- 
nant une longueur arbitraire pour OA', Féchelle serait ensuite déter- 
minée en mesurant sur la figure la longueur représentant la 
quantité donnée. 



§ 43. — CAPACITÉ RÉPARTIE LE LONG D'UN CONDUCTEUR. 

Quand un conducteur a de la capacité répartie en divers points, 
la valeur instantanée de l'intensité n'est pa* la même en tous ces 
points. Le potentiel varie continuellement, parsuite de l'augmentation 
ou de la diminution de la quantité d'électricité amenée ou enlevée 
par le courant. 

Les phases du potentiel et du courant varient donc suivant les 
parties du circuit que l'on considère. 

Dans le cas où la capacité est uniformément répartie le long d'un 
conducteur de résistance constante, les équations différentielles don- 
nant les valeurs instantanées de l'intensité du courant et du poten- 
tiel aux divers points, peuvent être établies comme il suit. 
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Soient : 

c et />, la capacité et la résistance du circuit par unité de lon- 
gueur; 

é* la différence de potentiel, et i l'intensité du courant en un point 
donné du circuit; 

e'-t-de* et e* + di les valeurs correspondantes en un point situé à 
la dislance dx f du premier point. 

L'élément compris entre les deux points a une capacité cdx et une 
résistance pdx. 

La f. e. m. entre les deux points sera e % — (e* + de") •= — de"; 
l'intensité du courant étant t, on aura, en appliquant la loi de Ohm : 

,• = — de ' 
pd x 



ou : 



(1 > rx^-p* 



La quantité d'électricité qui sort de l'élément pendant lo temps dt, 
est (*' -f- di — dt = di dt; on aura : 

cdxde* = — didt 
di dé" 

En prenant la dérivée des deux termes de l'équation 1, par rapport 
à x y on aura : 

8) ^"~" p ^ 



En combinant cette équation avec (2), on aura :. 
fÂ . d*1 de' 

équation aux dérivées partielles. 
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M. Blakeslay (') a résolu l'équation, pour le cas d'un conducteur de 

9 i 

longueur infinie, soumis à une f. e. m. appliquée E sin -ssr; les 
équations sont : 

\/P cr - _ 

Pour démontrer l'exactitude de ces formules, il suffit de prouver 
qu'elles satisfont aux équations 1 et 2, et que pour : 



on a : 

é = E sin ?f t 

M. Blakeslay en tire les conclusions suivantes : 

4° En chaque point du conducteur, la phase du courant, précède 
celle du potentiel d'un huitième de période; 

Les phases du potentiel, aussi bien que celles du courant, sont de 
plus en plus retardées à mesure que Ton s'éloigne de l'origine (c'est- 
à-dire que x augmente). 

11 y a donc sur le conducteur une série de points équidistants, qui 
se trouvent dans la même phase à chaque instant. 

La distance de ces points de même phase est : 



«V- 

V Cf 



elle peut être appelée la longueur d'onde de l'ondulation. 

3° Bien que la résistance d'un conducteur infini soit infinie, il peut 
exister un courant considérable d'électricité en chaque point, si il y a 
de la capacité distribuée le long du conducteur. 

(t) Les Courants alternatifs d'Électricité, pur Th. Blakeslay, traduction de M. W.-C. 
Rechniewski, page 76 et suivantes. 
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M. Blakeslay examine ensuite les deux cas suivants, où le conduc- 
teur n'a pas une longueur infinie : 

4° Lorsque l'extrémité du conducteur est mise à la terre, c'est-à- 
dire maintenue au potentiel zéro ; 

2° Lorsque l'extrémité du circuit est parfaitement isolée, et que, 
par conséquent, le courant à cette extrémité est toujours égal à 
zéro. 

Pour le premier cas, M. Blakeslay suppose que le conducteur a 
encore une longueur infinie, et, qu'en un point placé à une distance 
2 / du zéro, uno autre f. e. m. extérieure est appliquée, dont la va- 
leur maximum et la période sont E et T, mais dont la phase est 
exactement contraire à celle de la f. e. m. extérieure appliquée au 
point 0, c'est-à-dire en somme une f. e. m. : 

- E sin ^ t 

Le potentiel d'un point placé à une distance / de l'origine sera évi- 
demment toujours égal à zéro. M. Blakeslay appelle le potentiel et le 
courant, dus à la deuxième source, potentiel et courants réfléchis. 

En posant y ^sr- = a, le potentiel, en un point quelconque, est 
donné par la relation : 

S = Ee -«|i +# -*«<'--*>_ 2* -*"<'-*) co*2^-x)| V ' 

dans laquelle : 

«- 2 '<'-*>»ia2.«-») 
1 -,-*««-*) eo.2 «<*-• 

L'intensité du courant, en un point quelconque, est donnée par la 
relation ; 



V TT i 1 + * '+2* N ' cos2 * (/— xù 



7. 
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( . 2*t . tu ) 

dans laquelle : 

t _ ,- 2g ^~ a? ) 8 iD2«(/-x) 

La phase du potentiel dans le conducteur de longueur finie, dont 
une des extrémités est mise à la terre, est donc avancée par rapport 
à celle du potentiel du conducteur de longueur infinie. 

La phase du courant dans le conducteur de longueur finie est re- 
tardée par rapport à celle du point correspondant du conducteur de 
longueur infinie. 

Pour ramener au cas du conducteur de longueur infinie, le cas du 
conducteur fini dont l'extrémité est isolée, M. Blakeslay procède 
comme dans l'exemple précédent, en admettant que la f. e. m., qui 
donne naissance au potentiel et au courant réfléchi, est égale à celle 
de la source primaire, de sorte que les courants se neutralisent au 
centre du circuit. 

. En prenant encore a = y ^rp-, l'expression du potentiel en un 
point est : 

sm j t—** - y ■ 

avec : 

teir- g - 2tt( '~ a ° 8in2tta -* ) 

l + e -2a (/-.*) cog 2a (i_ x ) 

L'expression de l'intensité du courant est : 
l==E \/*Hr " X )l+e -*««-*> -2e ~ 28 ('-*> cos2« (J-*)! 7, 

. 2nt , x , | 

em~Y —<xx+ g + z 
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avec : 



gZ 1 - e~ 2 * V-*) co*2 *(l-z) 

Dans le conducteur de longueur finie, dont l'extrémité est isolée, 
la phase du potentiel est retardée par rapport à celle du point cor- 
respondant du conducteur de longueur finie, tandis que la phase du 
courant est par contre avancée par rapport à celle du point corres- 
pondant du conducteur de longueur infinie. 

Les câbles à un conducteur, avec armature extérieure (fig. 35;, 
présentent le cas d'un circuit avec capacité uniformémeut répartie. 

La capacité par unité de longueur 
(centimètre), d'un tel câble, est donnée 
par la relation : 



K 



2Log, 



r* 



cvtvre 



en unités électrostiques, K étant la capa- 
cité spécifique de l'isolant par rapport à l * Q 
à l'air. 



La capacité par centimètre de lon- 
gueur, en farads est : 



drfndL 




Fig. 35, 



c = 



K 



18X10"Log*3 
r 4 



et en microfarads ; 



c = 



K 



18X10*Log„^ 



Par suite de l'action perturbatrice des courants alternatifs sur les 
téléphones, et aussi pour faciliter la pose des câbles souterrains, on 
a été amené à former ceux-ci de deux conducteurs, isolés l'un de 
l'autre, et protégés par une armature extérieure. 

Quand, dans de tels câbles, les conducteurs sont concentriques 
(fig. 35 bis) y ils présentent deux sortes de capacités : 
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La capacité entre les deux Conducteurs, et la capacité entre le con- 
ducteur extérieur et l'armature. 

Dans ce cas, la solution du 
problème de la capacité, unifor- 
mément répartie, devient très 
difficile, mais on peut avoir 
une idée des phénomènes qui 
se produisent, en admettant 
que les capacités sont concen- 
trées en des points déterminés. 
On peut alors assimiler le câble 
à un circuit dans lequel est 
intercalé un condensateur trans- 
formateur (fig. 18, p. 78). 
Fig. 35 bi$. L e cable forme le circuit le 

plus rapproché de la source; sa résistance est R., la s. i. dans cette 
partie est L (ordinairement celle de l'alternateur); la capacité c' du 
condensateur, intercalée dans ce circuit, est égale à la capacité du ca- 
ble entre l'armature et le conducteur extérieur, si V est la longueur 
du câble, K étant la capacité spécifique de l'isolant. 
On a : 



cuivre* 



isolant . 



drmat. 




fe.-*-«! 



c = 



KV 



18 X 10» Logn ^ 

^3 



11 faut donc remplacer dans les formules L par 



X==L ~ F? 



La capacité c du condensateur transformateur est égale à la capa- 
cité totale du câble entre les deux conducteurs. 
On a : 



KT 



18 X 10* Log„ Û 
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La résistance et la s. i. du circuit, à partir du câble, sont r et L 
Si I est la valeur de l'intensité maximum du courant dans le câble, 
X, celle du courant en dehors du câble, on a (page 78) : 

Si E a est la valeur maximum de la f. e. m. de la source et 2, la 
différence de potentiel maximum à l'extrémité du câble, on a 
(page 82) : 

§ ==(1 - »,X). + *VR> + (g + ^O^lgeO+l^l + lBr 

Quand le circuit est coupé à l'extrémité du cable, on a : 

E* 



S = 



\/(l - Vc\)* + Vc*R* 



. Nous verrons, dans l'étude des canalisations, diverses applications 
de ces formules. 
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CHAPITRE III. 

Des alternateurs. 



g 1 er . — THÉORIE DES ALTERNATEURS 

On peut classer les machines dynamos à courants alternatifs : 
4° D'après la forme de l'induit, en : 

a) Machines à tambour ; 

b) Machines à anneau; 

c) Machines à disque. 

2° D'après le mode d'excitation des inducteurs, en : 

a) Machines magnéto-électriques dans lesquelles les inducteurs 
sont constitués par des aimants permanents; 

b) Machines à excitation indépendante. Les inducteurs sont cons- 
titués par des électro-aimants, excités par le courant fourni par une 
dynamo auxiliaire à courant continu que l'on appelle l'excitatrice. 

c) Machines auto-excitatrices. Le courant d'excitation des électro- 
aimants constituant les inducteurs, est obtenu en redressant une 
partie du courant produit dans l'induit. La s. i. des bobines atténue 
dans ce cas, les ondulations du courant redressé. 

Quand la f. e; m. du courant produit par l'alternateur est très éle- 
vée, il n'est pas avantageux au point de vue de l'isolement de dériver 
directement dans les bobines des inducteurs, le courant redressé. On 
redresse alors le plus ordinairement, le courant secondaire, à basse 
tension, d'un transformateur dont le circuit primaire est parcouru 
par une dérivation du courant principal. 

Alternateur à tambour (fig. 36). — Considérons le cas d'une spire 
tournant autour d'un axe médian avec une vitesse angulaire uniforme 
k, dans un champ magnétique uniforme. 

Soit S la surface de la spire et <fr le nombre de lignes de force par 
unité de surface du champ magnétique. 



I 



— 181 - 

Quand la spire occupe la position OA, le flux de force qui la traverse 
est S*, quand elle occupe, la position OA/ le flux de force est : 



V =S * sin f| — a) = S <& cos « 
La f. e. m. développée, sera : 



e = -^ r =S*sin« 5r 



Mais si h est la vitesse angulaire de 
la spire et si t est le temps écoulé pour 
la rotation de l'angle a, on a : 



dt 



on aura donc 



>t 



il 




Kig. 30. 



e = k S * sin ht 



On voit par là, que le courant produit est un courant alternatif 
simple. 

Lors de l'emploi des courants alternatifs pour l'éclairage, par exem- 
ple, il faut que A, atteigne une certaine valeur (correspondant au moins 
à 40 périodes à la seconde), afin que l'éclat des lampes soit régu- 
lier. Si on formait l'induit d'une seule bobine, on serait obligé de 
lui donner une vitesse excessive, très difficile à atteindre. 

Pour cette raison, on forme l'induit d'un certain nombre de bobi- 
nes distinctes, qui passent successivement dans des séries de champs 
magnétiques, alternativement de signes contraires. 

Dans le cas d'un induit annulaire, les pôles inducteurs, au nombre 
de 2M, sont placés radialement soit à l'extérieur (comme l'indique la 
figure 37), soit à l'intérieur de l'induit. Ces pôles sont alternés et 

l'angle compris entre les axes de deux pôles consécutifs est rr . 
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En constituant l'induit d'une série ds bobines telles qua A, C. E. 

dont les axes comprennent entre eux des angles égaux a -rr , on voit 

que à chaque instant ces bobi- 
nes occupent des positious sem- 
blables dans les divers champs 
magnétiques. On peut donc les 
coupler, soit en tension, si on 
veut obtenir une force électro- 
motrice considérable, soit en 
quantité, soit encore en réunir 
en série un certain nombre et 
mettre ces ensembles en quan- 
tité. 
On peut aussf placer les bobines de sorte que leurs axes fassent 

entre eux des angles égaux à rr , mais, dans ce cas, on voit facile- 
ment qu'il faut inverser l'enroulement d'une bobine sur deux et les 
réunir, par exemple, comme l'indique la figure 37. 

Quand l'induit est fixe, on forme ainsi un circuit dont les deux 
extrémités sont reliées directement à celles du circuit extérieur. 





i" ? 



Fig. 38. 
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Quand l'induit est mobile, on recueille le courant au moyen de 
deux bagues isolées entre elles, sur chacune desquelles appuie un 
balai, relié à une des extrémités du circuit extérieur. 

Dans le cas d'un induit à disque, les pôles sont placés latéralement 
de part et d'autre et les champs sont alternés (fig. 38). 

Si le nombre des champs est 2M, l'angle compris entre les axes de 

deux champs consécutifs est ~ et celui compris entre deux champs 

M 

consécutifs de même signe est -rr • 

En plaçant sur l'induit des bobines telles que A, C, E, comprenant 

2* 
entre elles des angles égaux à tt, ces bobines se trouveront toutes 

au même instant dans des positions semblables par rapport aux champs 
magnétiques et pourront être réunies en tension ou en quantité. 

On pourra également placer des bobines intermédiaires telles que 
B et D, mais alors il faudra avoir soin de les enrouler en sens inverse 
des bobines A, C, E, comme l'indique la figure. 

Considérons dans un alternateur à anneau ou dans un alternateur 
à disque, la bobine A au moment où son axe coïncide avec la ligne ab 
(fig. 37 et 38). Si <fc est le nombre de lignes de force du champ par 
unité de surface et S la surface de l'ensemble des spires de la bobine, 
le flux de force qui traverse cette dernière sera S<&. 

Quand l'axe de la bobine coïncidera avec la ligne a y b\ le flux sera 
nul; quand il coïncidera avec la ligne a"&" le flux sera — S<&. 

La variation du flux sera donc 2 S *. 

Si t t est la durée du déplacement angulaire (pour un angle égal à 

~ \ le f. e. m* induite moyenne sera : 

2 S * 
*i 
La f. e. m. sera évidemment nulle quand l'axe de la bobine coïnci- 
dera, soit avec afc, soit avec a"6". Cette f. e. m. sera maximum 
quand Taxe coïncidera avec a'6\ 

De a"6" à a"'&'" les mêmes phénomènes se reproduiront en sens 
inverse et la f. e. m. induite moyenne sera encore: 

2S<E 
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M. Joubert a démontré et a vérifié expérimentalement, que dans 
le cas où l'induit ne contient pas de fer, la f. e. m. induite est une 
fonction périodique simple, sa valeur instantanée peut donc être 
exprimée par la relation : 



e =s E« sin kt = E a sin -7^ t 



2* 

T 



en désignant par T la durée d'une période complète. 

Si 2M est le nombre de champs magnétiques d'un alternateur 
et N le nombre de tours par minute, on aura : 






d'où: 

2*MN 



k 



60 



Nous avons vu que la f. e. m. moyenne induite dans une bobine 
est -r— , t t étant la durée d'une demi-période : 



«■-* 



cette f. e. m. moyenne est donc : 

4S<I> 
T 

Si la valeur instantanée est : 

e=E a smkt 

la valeur moyenne est : 



2 -^ (page 18) 
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nous aurons donc : 

2E tt 4 S * 



* T 

-, 2 t. S * 2*8 * MN 
E a = T = m 

La valeur instantanée de la f. e. m. développée dans une bobine 
sera donc : 

2*S*MN . 2*MN , , QA . ^ 
e = gjr Bin — g^ — t = * S v sin A* 

même équation que dans le cas de l'alternateur à tambour, mais 
avec la différence que k n'est plus la vitesse angulaire de la machine 

mais bien le produit de cette vitesse angulaire ( -~ j par la moitié 

du nombre des champs magnétiques. 

On peut donner une autre forme à cette équation, S étant la surface 
de l'ensemble des spires de la bobine, si on désigne par n t le nom- 
bre des spires et par s leur surface unitaire ; on a : 

S = n t s. 

on aura pour une bobine : 

e = k n, 8 * sin ht 

si on a m t bobines en tension, on aura comme valeur instantanée de 
la f. e. m. : 

e = k m, n t 8 $ sin H 

Si toutes les bobines, ce qui arrive le plus ordinairement sont en 
tension, m A n t représentera le nombre n de spires de l'induit et on 
aura : 

e = k n 8 $ sin kt 
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E„ = £ n * $ 



_ h«$ 2»MN 1 A 

E e f/ic= ;=— = — ss— Tsn«4 



vT 



60 v /2 



Si Ton trace la courbe des valeurs instantanées de ei t c'est-à-dire 
la courbe représentant à chaque instant le travail d'un moteur 
actionnant un alternateur (déduction faite des pertes) elle affecte la 
forme représentée en pointillé sur la figure 39. Pendant un cer- 
tain intervalle de temps, le travail est négatif, c'est-à-dire que l'alter- 




Fig. 33. 

nateur restitue alors du travail. Le rapport du travail positif (fourni 
par le moteur) au travail négatif (restitué par l'alternateur) dépend 
évidemment du coefficient de s. i., c'est-à-dire de l'angle de retard ?. 
Si L=o, ?=o, ce rapport est infini, c'est-à-dire que la courbe est 
toute entière au-dessus de Taxe des x et que l'alternateur ne restitue 

aucun travail Si L = oo ? = * , le rapport est égal à un, la puissance 
moyenne est nulle, en effet, on a alors : 

T m = Eeff leff COB ? ■= 



On peut attribuer à cette cause les vibrations et les ronflements 
des alternateurs, vibrations qui, comme on le sait, sont beaucoup 
plus fortes dans un alternateur dont les bobines de l'induit ont des 
noyaux en fer, car dans ce cas, la s. i. est très considérable. 
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Pour un alternateur fournissant des courants polyphasés, il n'en 
est pas ainsi, la valeur instantanée du travail est constante, si natu- 
rellement tous les circuits ont même résistance et même coefficient 
de&i. 

Gomme nous le verrons plus loin, on peut diviser les courants po- 
lyphasés en deux catégories, dans l'une, on a n courants décalés de 

- de l'un à l'autre, dans l'autre, les courants sont décalés de — , d'un 

circuit à l'autre. 
Pour les courants de la 1™ catégorie, les f. e. m. seront : 

e, = E sin kt. 



« / =E 8 in^ + ^ r 1 r) 



*i = Esm(fc+2_-^ K \ 



Si r et L sont respectivement, la résistance et le coefficient de 

k L 

s. i. de chacun des circuits, en posant tg ? = — , les intensités des 

courants seront à chaque instant : 



E 

*', = — cos ? sin (Jet — ç) 



E f 1 — 1 \ 

= - cos f sin(fc + -jj— k — oj 



E m . A , n — 1 \ 

i n = — cos 9 sm ( ht -\ n — 9 J 

Le travail total sera à l'instant t : 
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E* C 

T =s= e i i A +...+ */ 1/ +. . . «a tu = — cos o\ sin ht sin (& — ?) +. 

+sin (** + ~ *) sin (kt + W ^î «■- ? ) j 



^ ! coa (a — b) — cos (a+A) > 



comme : 

sin a sin b = | j cos (a — 6) — cos (a + £) [ 
on aura : 
T= — cos ? Jcos?— cos(2&— ?)+. . .+cos ?-|-cos(2te + 2 ^ ~** rc- fj+. . . 

+ cosf-cos (2^ + ?^^ « -?) j 

Comme la somme des cosinus de n angles, formant une progres- 

2 iz 
sion arithmétique dont la raison est — , est égale a zéro (page 21). 

on aura finalement : 



T = -s — cos* 9 = constante. 
2r T 



Pour les courants de la 2 e catégorie, les f. e. m. seront : 

e i = E sin H 



,,= E.fa(*+*£!U) 



«»=E8in(fc+ 2 -^*) 
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en posant tg ? = — r , on aura 



E 

j s - 008 ? sin (ht — f ) 
r 



,',= 5 cos 9 sin (a +2^ « -?) 



E . A, . 2(n—l) \ 

,„ = -cos ? sin Ikt + v n ' * — çj 

Le travail total sera à l'instant I : 

T=e t »,+...+ */ it+*..+ e n i n =s~ co *f \ sinJfc*sin(to — ?) +. 

+ 9in („+ !ÉL3 ,) sin (ft + ^ — ,) 



comme : 



sin a sin fl = s j cos (a — fl) — cos (a + &) l 



on aura 



T == — cos? jcosf — cos (2fc— <?) +. . .-f cos?— cos HBM+ -L-J *— r \f . . , 



. . .+ cos ? — cos (2fc+ ^ - ^ * — ? J 



Comme la somme des cosinus de n angles, formant une progression 
arithmétique dont la raison est — est égal à zéro (page 22), on aura 



finalement : 



nE a 

T = ^ cos* y = constante 
2r 
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§ 2. — MACHINES A GOURANTS POLYPHASÉS 

Les machines à courants polyphasés sont destinées à produire dans 
divers conducteurs, des courants décalés d'un certain angle les uns 
par rapport aux autres. 

Il suffit donc, dans le cas d'une machine à tambour, de placer les 
bobines de manière que leurs axes fassent entre eux l'angle de déca- 
lage demandé pour les courants. 

Dans le cas de machines à anneau ou à disque, il suffira d'inter- 

caler entre les bobines À et C, dont les axes font entre eux l'angle — , 

M 

d'autres bobines. 

2* 
Si par exemple on veut obtenir trois courants décalés de — de 

l'un à l'autre. On intercalera entre les bobines A et C, deux nouvelles 
bobines dont les axes comprendront entre eux des angles égaux 
, 2* 
a 3M' 
On réunira ensuite, soit en tension, soit en quantité toutes les bo- 

9 

bines dont les axes feront entre eux des angles égaux à — . On aura 

M 

9 

ainsi trois systèmes soumis à des f. e. m. décalées de -^ Tune par 

rapport à l'autre, qu'il suffira de relier par l'intermédiaire de col- 
lecteurs et de balais aux conducteurs formant le circuit extérieur. 



| 3. — COUPLAGE DES ALTERNATEURS 

Deux alternateurs ne peuvent être couplés en série ; en effet, si 
l'un d'eux vient à retarder par rapport à l'autre, le travail qu'il aura à 
fournir augmentera. Cette augmentation de travail aura pour résultat 
de retarder encore l'alternateur, déjà en retard, de sorte qu'il arrivera 
bientôt à se mettre en opposition avec le premier. 

Il y aura alors équilibre stable et les deux alternateurs travailleront 
sans fournir de courant sur la ligne. 

Ce fait est facile à expliquer, en représentant graphiquement les 
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valeurs instantanées de f. e. m. et des intensités des courants; 
comme Ta indiqué M. Hopkinson. 
Si (fig. 40), la courbe A représente les valeurs instantanées de la 




Fîg. 40. 



f. e. m. du premier alternateur, et B celles de la f. e. m. du second 
alternateur, en retard sur le premier, les courbes A 4 et B„ représen- 
tent respectivement les valeurs instantanées des courants fournis 
par les deux alternateurs» 

En additonnant les ordonnées des courbes A 4 et B, on obtientla courbe 
représentant les valeurs instantanées du courant circulant dans le cir- 
cuit. Le travail moyen du premier alternateur est proportionnel à la 
moyenne de la somme des produits des ordonnées de A, par les or- 
données correspondantes de C, et le travail moyen fourni par le second 
alternateur est proportionnel à la moyenne de la somme des produits 
des ordonnées de B par les ordonnées correspondantes de G. 

Or la moyenne de ces derniers produits sera évidemment plus 
élevée que celle des premiers, car la courbe C se rapproche plus de 
la courbe B que de la courbe A. 

On peut, du reste, le démontrer directement, soient e = E sin kt la 
valeur instantanée de la f. e. m. du premier alternateur en avance et 
e' =*E sin (kt-*.) celle de la f. e. m. du second alternateur. 



' ■ , 
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Les valeurs instantanées des intensités des courants, produits par 
chacun des alternateurs, seront : 

i, = — - cob 9 sin (ht — 9) 

fi* 

t a = — cos f tin (kt — a — y) (yoir page 82) 

* L 
en prenant ig? = — 

L et r étant le coefficient de s. i. et la résistance du circuit, alter- 
nateurs compris. 
Le courant total sera : 

fi i ) fi 

i^it+i^ ^rcos f j sin (ht — j) + sin (&— * — y)>= -~ CO89. sin(fc— 9') 

et on aura t 

sin f = sin + m* ( a + ?) 
cos <f = cos 9 + cos (« + f) (voir page 15) 
Le travail du premier alternateur sera : 

fi * K ) fi a 

(ei)moy = -j- cos? \ sin ht sin (fe — 9) [ = ^~. cos 9 cos y' 

celui de second sera : 

E * i JE* 

(e'i)moy = — cos ? j sin (A* — *) sin (kt — y') > = -jp cos 9.cos(«— 9') 

Le travail du premier alternateur sera proportionnel à : 

O, = COS ç* = COS 9 + COS (« + 9 ) 

Celui du second sera proportionnel à : 

a, = cos (* — 9') = cos « cos 9 * -f- sin * sin 9' = cos * cos 9 
+ cos* « cos 9 — cos « sin a sin 9 + sin a fl i n ? + sin" « cos f 
+ sin « cos «. sin f = 00s f + cos * cos 9 4" sin a sin 9 
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*wf 



a, = cos 1 + cos « cos 9 — sin « 8in 9 + 2 sin « sin 9 
= cos ? + cos («+?) + ^ sin « sin 9 



Comme nous l'avons vu, y est toujours plus petit que-, 2 sin«e*t 

est toujours positif (pour a < *), c'est-à-dire que le travail de l'alter- 
nateur en retard sera toujours plus grand que celui de l'alternateur 
en avance. 

Le tableau suivant donne le travail de chaque alternateur pour les 
diverses valeurs a comprises entre o et *. 



TRAVAIL DU 
1" alternateur 



2°» alternateur 
(en retard de a) 



Pour a = o . 

Pour « compris entre o et ^ — 9 

Pour « = 5 — 9 



Pour a compris entre ^ — ? et * — 2? 

Pour a = w — 2ç 

Pour a compris entre *— 2» et* — 9 

Pour a= n— 9 

Pour a = x 



2 cos 7 
a 4 < 2 cos 9 

ci, = cos 9 

a, < cos 9 



a, = 
a« <0 

a 4 =cosç — 1 




2 cos 9 

a, > cos ? 

a a >a 4 

a â > 

a 2 >o 

a % > 





On voit facilement d'après ce tableau, que dès que l'un des alter- 
nateurs retarde légèrement par rapport à l'autre, le travail qu'il aura 
à fournir sera plus grand que celui que devra fournir l'autre, de sorte 
que l'angle de retard tendra à augmenter et cela jusqu'à ce qu'il 
devienne égal à 2w. A ce moment, aucun des alternateurs ne fournira 
de travail et l'ensemble sera dans une position d'équilibre stable. 

il est à remarquer que, pour les valeurs de a, comprises entre 
* — 2? et ic, le premier alternateur absorbe du travail. 



/ 



irl 



t^rrt "ri V mr\ 



Ûrl 
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M. Hopkinson a démontré que deux alternateurs identiques peu- 
être accouplés en quantité. 

En effet, si (fig. 41), A et B représentent les collecteurs de deux 
alternateurs, on peut relier les balais a et a' par un conducteur et les 
balais b et 6' par un autre conducteur; en dérivant le circuit principal 
sur ces deux conducteurs les deux alternateurs seront couplés en 
quantité. 

^ On voit que dans le circuit a a' 

6' b, les deux arternateurs sont 
accouplés en série, par conséquent, 
d'après ce qui précède, ils tendront 
à rendre à chaque instant les f. 
e. m. en a et en a' égales, et de 
même signe. De même qu'en b et 
b 9 les f. e. m. seront encore égales 
mais de signe contraire à celles agis- 
sant en a et a\ 
En reliant donc ces deux parties par un conducteur, ce dernier 
sera parcouru par un courant alternatif. 

On peut chercher quelles sont les meilleures conditions pour le 
couplage de deux alternateurs identiques, travaillant en quantité sur 
un circuit de résistance R. 

Supposons qu'à un instant donné un des deux alternateurs soit 
décalé en avance de l'angle a, nous pourrons écrire : 

«, = E sin ht 

*,=E sin (& + «) 

Les valeurs instantanées des courants pourront être désignées par 
les fonctions : 

i, = X, sin (ht — ? 4 ) 
«, = X, sin (ht — f J 



Fig. 41. 



Le travail moyen de la première machine (celle dont la f. e. m. est 
décalée en retard de a), sera : 
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E 
T« = (e i i t )moy = E sin kt X< sin (*<—?,) = — X, cos ?« 

Cherchons la valeur de X 4 cos ? f , 

Si nous désignons par i la valeur instantanée du courant circulant 
dans le circuit principal, et par e 1 la valeur instantanée de la diffé- 
rence de potentiel aux bornes de ce circuit, nous aurons : 

e y = Ri = Ri t + R i, 

Dans le circuit du premier alternateur nous aurons, si / est le coef- 
ficient de s. i. d'un alternateur et r sa résistance. 

, . di , 

e t — e — n # — /-^= o 

Dans le circuit du deuxième alternateur, nous aurons : 

, , d*\ 



et en remplaçant e 9 par sa valeur : 

«.~(B + r)f f -B/ t - 1^ = 



e 2 -(R + r)i t -l%j-Ri t =o 



Mais : 



-— i= £ X, cos (fa — 92) 

, Nous aurons donc : 

E sinft — (R-f r) X.sinfto- ?,)- -WX, cos^*-?,)— RX a sin(&— ?,)=</ 
E ain (&+*) — R X , sin (kt — ? f ) — (R+r) X 2 sin (A* - ?,) — « X t cos (fa - ? t ) =o 

TRAITÉ D'ÉLBCTRICITÉ H 
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En faisant successivement kt = o et M— — , dans ces équations, 

2 

nous obtenons les quatre équations suivantes : 

(R + r) X 4 sin?, — klX t cosy t + RX, sin <p t =o 

E — kl X x sin ^ — (R + r) X 4 cos ?l — RX, cos <p, = o 

E sin « + RX 4 sin y, + (R + r) X, sin ?, — kl X, cos ?, = o 

E cos « — RX| cos f t — iWX, sin y, — (R + r) X, cos ?, = o 

dans lesquelles, X f sin?,, X € cos? 4 , X, sin j t et X, cos ?«, sont les 
quatre inconnues, nous pouvons donc en déduire la valeur de 
X, cos f t ; en effectuant les calculs, nous aurons : 

X cos =E ( R + r )f2Rr+r'+^/')~2^RfR-fr)sin«+Rcos«(i(; t / , --2Rr-r') 
1 C08? ' (2Rr + rV + 2*V* \ 2R* + 2Rr + r« | + fr« Z* 

Le travail de l'alternateur en retard de a sur l'autre, sera donc : 

T _ E a (R+r)(2Rr-fr»+W)— 2&R(R+r)sin a + Rco9a(*»r i -2Rr-r*) 
2 (2Rr +ry+2W J 2R f +2Rr+r« j + k* l* 

En remplaçant a par — y , on obtiendra le travail moyen de l'alter- 
nateur en avance de a, car on peut poser : 

e t = E sin Jet 

e % = E sin (kt — a) 

On aura donc : 

T , _ E' (R+r) (2Rr+r 9 +m*)+2klR(R+r) sin «+R cos « (W— 2Rr— r«) 
m 2 (2Rr+r*) f +2W J2R«+2Rr + r' \ + k* l* 

On voit que le travail de l'alternateur dont la f. e* m. sera décalée 
en avance sera plus grand que celui de l'autre, il retardera donc, et 
les deux alternateurs tendront à produire des t e. m. non déca- 
lées. 



- 147 
La différence de travail est : • J 

4*/R(R + r)Bin« 



(2Rr + r*)* + 2PP j 2R« + 2Rr + r* j + A?» /* 



1 



• 1 

■ i 

Les deux alternateurs seront d'autant plus aptes à être accouplés en j 

quantité, que le facteur de sin a sera plus grand. Ce facteur dépend 
de k, de/, de R et de r, et dans chaque cas, on pourra, étant données, 
trois de ces quantités, déduire la quatrième, de manière que le fac- J 

teur soit maximum. i 

M. A. Blondel a étudié, au moyen de la représentation graphique, 
les conditions de couplages des alternateurs (') dans les différents i 

cas qui peuvent se présenter. 

M. Hopkinson donne comme règle pour la meilleure aptitude au 
couplage, que l'inductance doit être égale à la résistance intérieure : 

(i) Bulletin de la Société internationale des électriciens, numéros de janvier et de 
mars 1893. 
La Lumière électrique, tomeaULV et XLVI. 



CHAPITRE IV. 

Les courants polyphasés. 



§ 1. — THEORIES DBS CHAMPS MAGNÉTIQUES TOURNANTS. 

On obtient un champ magnétique tournant d'intensité uniforme, 
en prenant par exemple, des cadres identiques, que Ton place symé- 
triquement, autour d'un axe médian commun, ces cadres, étant inter- 
calés dans des circuits parcourus par des courants périodiques sim- 
ples de même phase, décalés d'un certain angle d'un cadre à l'autre. 

On peut classer les champs tournants en deux catégories suivant 
les angles que font entre eux les cadres et les angles de décalage 
des courants qui circulent dans ces cadres. 

4° Champs de la première catégorie. 

Les n cadres font entre eux des angles égaux à —, et les courants 

sont décalés de «— , d'un cadre à l'autre. 
n 

Le type des champs de cette catégorie est le champ biphasé. 

2° Champs de la deuxième catégorie. 

2* 
Le n cadres font entre eux des angles égaux à — , et les courants 

2* 
sont décalés de — d'un cadre à l'autre. 
n 

Dans ce cas, », le nombre des cadres, doit être impair. 

En effet, si n était pair, les cadres se superposeraient deux à deux; 
les deux cadres superposés seraient disposés en sens inverse, ' et par- 
courus par des courants égaux et de sens opposé, c'est-à-dire que 
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chacune des paires de cadres agirait comme un seul cadre ayant son 
nombre de spires doublé. 

Prenons, par exemple, n = 4 (fig. 42). 

Soit AB la projection du premier ca- 
dre sur un plan perpendiculaire à Taxe 
médian commun, la projection du / 

deuxième sera A*B', car il fait avec le / 



j 



premier un angle — = — ; celle du 

troisième sera A" B"; celle du qua- 
trième A'" B"\ 

Les cadres seront parcourus par 
des courants dont les intensités au- 
ront les valeurs instantanées. 



A 






kt 



t\ = I sin kt 

i t = I sin fkt+^\ = I cos - 

i 3 = I sin (kt + k) = — I sin kt = — t, 

14 = I sia(kt+ ■— j = — I cos kt = — t. 



Le cadre AB sera parcouru, à un moment donné, par un courant 
dirigé par exemple de A vers B, et le cadre A M B", qui lui est super- 
posé, par un courant dirigé de B\ vers A"; on voit donc que ces deux 
cadres agiront comme un cadre unique double . 

Le type des champs de la deuxième catégorie est le champ tri' 
phase. 

Les valeurs instantanées des intensités des courants, parcourant 
les divers cadres d'un champ de la première catégorie, sont données 
par les équations : 

ii = I sin kt 



i f = Isin (*< + £) 
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ï» = Isin f &*+-- * ) 

La somme des valeurs instantanées des intensités est : 



-15 . Tn 

1 — cos - sin - 

itotai = sin kt A cos kt 

. n t. ' „ . n TZ 

' 1 — B1Q - COS - 1 — Sin - C03 - 

n n n n 



II faudra donc employer pour compléter les circuits, au moins un fil 
de retour commun, qui sera parcouru par un courant dont l'intensité 
est dojmée ci-dessus. 

Les valeurs instantanées des intensités des courants, circulant 
dans les n cadres d'un champ de la deuxième catégorie, sont : 

i t = I sin kt 
i t = Ism (te + ~f) 

t a = I sin ( kt H r. J 

La somme des sinus de n angles, formant une progression arith- 

metique, dont la raison est — , étant nulle (page 21), on voit que la 

somme des valeurs ihstantanées des intensités des courants est tou- 
jours nulle. 

Dans ce cas, on pourra faire l'économie du fil de retour, puisque 
la valeur instantanée du courant qui y circulerait est toujours nulle. 
11 suffira donc de réunir entre elles les extrémités des fils des cir- 
cuits à la sortie des cadres. 

Les cadres étant parcourus par des courants décalés, les uns par 
rapport aux autres, ainsi que nous l'avons expliqué, donnent nais- 
sance à un champ magnétique uniforme tournant autour de l'axe, avec 
une vitesse uniforme k, ainsi que nous allons le démontrer. 

Champs de la première catégorie. — Les n cadres, faisant entre 
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eux des angles égaux à — , sont parcourus par des courants alterna- 
tifs simples, décalés de — d'un cadre à l'autre. 

Soient, figure 43, 1 — 1, 2—2..., n — n, les projections des cadres 
sur un plan perpendiculaire à Taxe commun de symétrie. 

Quand le cadre 1 — 1 , est parcouru par un courant d'intensité i ê il 
donne lieu à un champ de force dont les lignes sont perpendiculaires 
à son plan, suivant la direction OA. Si & 
est le flux de force par unité de surface pour 
un courant d'intensité égale à l'unité, le flux 
de force par unité de surface sera <!>* i f ; pre- 
nons OA perpendiculaire à 1 — 1, et propor- 
tionnel à &o i i ; de même, prenons pour le 
cadre 2 — 2, OB proportionnel à <ï\, i t , etc.. ; 

Projetons ces lignes : 1° sur 1 — 1 ; 2° sur 
un axe perpendiculaire à 1 — 1, nous au- 
rons : 




R< = ®o ( t'« sin o + i t sin * +. 



Fig, 43. 



, . . n — 1 
+ */»sin n 



) 



R,=<I\,L sin ht sin o+ sin (ht + " jsin- +... +sm(kt+ ^— *Wï— * 

Comme : 

sin a. sin b = g cos (a — b) — g cos (a -+■ b) 



nous aurons : 



R,= ^[cos^-cosr^+Ç)4-coB^-cos^ + ^)+.-. 
+ coa te-cos (kt + 2(n n "" 1) )1 
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R< = ^i[/i oos kt -jcos fc+cos(fe + ~)+. . . +cos(fe + 2( * n 3) * )j] 
La somme des cosinus de n angles, formant une progression arïth- 

2w 

métiquc,dontla raison est — , étant égale à zéro (page 21), nous au- 



rons 



R, = -y-cos ht 

En projetant les lignes OA, OB, etc., sur un axe perpendiculaire à 
1 — 1, nous aurons : 

t> ^ /. * • . 2k . . . n — 1 \ 

\ ** n h y 

R,=*. I jsintt+8ii/*< + £)cos^+.-. +sin(«+ 2^J r Y 03 !Lzl « 

sin a. cos 6 = 3 sin (a + ft) -J- s sin(a— b) 
R, = ^[^sinifcM-siniM-sù/fc + ÇV. . . +sinfa+sin(fc + 'è&zH * )j 

R t =^ [n sin fe + 8in kt + sin (fo + ^)+. . . + sro(& + ?fi^*Y] 

La somme des sinus de n angles, formant une progression arith- 

2w 
me tique, dont la raison est —, étant égale a zéro (page 21), nous 



aurons : 



R t = — 5— sin kt 
La résultante sera donc une ligne dont la longueur sera : 

2 

faisant avec 1 — 1 l'angle kt (fig. 44). 
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Le flux, par unité de surface ou l'intensité du champ magnéti- 
que résultant, sera ° , et ce champ tournera autour de Taxe de 

symétrie avec une vitesse angulaire *, en faisant à l'instant /, l'an- 
gle M, avec le cadre 1 — 4 . 

Considérons par exemple, le p** m « cadre, qui est parcouru par un 
courant dont l'intensité est donnée par la relation : 



f = Ism(kt+S—l r \ 



Il fait, avec le premier cadre, un 

p— 1 

angle « et avec la direction 

° n 

du champ magnétique, un angle 

*•+£=!« 

n 

Si S est la surface totale des spires 
de ce cadre, le nombre total des li- 
gnes de force qui le traverseront pro- 
venant du champ tournant sera : 




__sin(fc+ — *J 



Si le cadre était isolé, le nombre total des lignes de force qui le 
traverseraient (dues à sa s. i.), serait: 



S*,I •»( tt + t ^*) 



et & S serait son coefficient de s, i., que Ton peut représenter par L 
Si Ton veut tenir compte de l'influence de l'ensemble des cadres, il 

faudra, pour chacun d'eux, remplacer son coefficient de s. i. /, par 

L = rdj n, étant le nombre des cadres. On peut donc énoncer la règle 

suivante : 
Quand n cadres identiques, disposés autour alun axe médian com- 
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mun, et faisant entre eux des angles de -— , sont parcourus par des 
courants périodiques, simples de même intensité maximum, décalés 
de —, d'un cadre à Vautre, la f. e. w., due à V induction de V ensemble 

des cadres, sur Vun iïentre eux, est une fonction périodique simple 
qui agit comme la s. i. du cadre lui-même. 

C'est-à-dire en somme que, pour obtenir dans les cadres, des cou- 
rants décalés de — , les uns par rapport aux, il suffira d'appliquer 

des f. e. m. extérieures décalées de -- , les unes par rapport aux au- 
tres. Chacun des courants sera décalé d'une même quantité, par rap- 
port à la f. e. m. extérieure agissant sur son cadre, de sorte que les 

courants seront décalés de — d'un cadre à l'autre. 

n 

Champs de la deuxième catégorie.— Les n cadres, faisant entre eux 
des angles égaux a —, sont parcorus par des courants alternatifs 

simples, décalés de — d'un cadre à l'autre. 

Soient figure 45, 1 — 1', 2 — 2* ...» — ri, 
les projections des cadres, sur un plan 
perpendiculaire à l'axe commun de sy- 
métrie. 

Quand le cadre 1 — 1, est parcouru par 
un courant d'intensité i \l donne naissance 
à un champ de magnétique dont la direc- 
tion est perpendiculaire à son plan, sui- 
vant OA. 

Si <t>o est le flux de force par unité de 
surface, pour un courant d'intensité égale 
à l'unité, le flux de force par unité de surface sera $ t t . Prenons OA, 
perpendiculaire à 1 — 1' et proportionnel à $oi A , de même OB propor- 
tionnel à 4>o i % et perpendiculaire à 2 — 2' ; 

Projetons ces lignes : 1° sur 1 — 1 ; 2° sur un axe perpendiculaire 
à 1 — 1, nous aurons : 

R t =z* lt 4 sm o+«, ***— +... + s» sin — s — jj — - « | 




Fig. 45. 
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sin a sin b = 5 cos (a — 6) — 3 cos (a + &) 

R, = ^jcosfc- cos (kt +î£\ + cos A*— cosffc + t)*"'" 

+ cos £f - cos (kt + 4(H W "" 1) *) | 

R 4 =:î|?[ncos^- j cos kt + cos(fc+ ^)+. . ,+cos(fc + ^^ n)|] 

La somme des cosinus de n angles, formant une progression arith- 
métique, dont la raison est — , étant égale à zéro (page 22) nous 



aurons donc : 



,» R = — 2— cos kt 

2 



En projetant sur un axe, perpendiculaire à 1 — 1', nous aurons : 
Ri=** (*• + •■ cos— +Î3C0S — +...+ i»cos -^ — ^ Tîl 

R f == $„ I^smfa+sinf &H — Jcos [-. . .+sinf kt-\«-± 'r. Jcos— 



sin a cos b = ^ sin (a + 5) + * sin (a — à) 



R,= ^[2BÎntt+rintt+sin(*l+^)+. ..+sinfe+sin(*H-^V^ *)] 
R t = ^[n sin il + sin kt + sin (kt+^\+. ..+ ginf tt+^=^ *)] 
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La sommé des sinus de w angles, formant une progression arith- 
métique, dont la raison est — , étant nulle, nous aurons : 



R, = —5— sm kt 

Comme dans le cas des courants de la première catégorie, le champ 
tournera autour de Taxe de symétrie avec une vitesse angulaire k, 
et fera à chaque instant, avec le cadre 1 — 1', un angle kt. 

Comme dans le premier cas, le nombre de lignes par unité de sur- 
face du champ sera : 

2 

Considérons, le l me cadre, qui est parcouru par un courant : 

. T . /., . 2(Z-1) \ 
n = I sin f kt -\ — - k \ 

Ce cadre fait avec la direction du champ magnétique, un angle 
égal à kt + 2( *~^ * (fig. 44, l'angle 10 l, étant égal à 2 ^~* - *). 

Si S est la surface totale des spires du cadre, le flux de force qui 
le traverse est : 



sin 



2 



(»+•-¥*) 



Si le cadre était isolé, le flux de force, dû à sa s. i., qui le .traver- 
serait serait :« 



S*oIsin(fc+ l —^* y ) 



et <S>oS seraient son coefficient de s. i., que Ton peut représenter par /. 

Si Ton tient compte de l'influence du champ ou de l'ensemble des 

cadres, il faudra dans chaque cadre, remplacer le coefficient de s. i. 
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l, par Lr=nL n étant le nombre des cadres, on peut donc énoncer 
comme dans le premier cas, la règle suivante : 
Quand n cadres identiques, disposés symétriquement autour <Pun 

axe médian commun et faisant entre eux des angles égaux à ~ , sont 

parcourus par des courants périodiques simples de même intensité 

maximum, décalés de — , d'un cadre à l'autre, la /. e. m. due à 

^induction de l'ensemble des cadres sur l'un d'entre eux, est une fonc- 
tion périodique simple qui agit comme la f e..m. due à la s. i. de ce 
cadre. 
C'est-à-dire qu'en somme pour obtenir dans les cadres des courants 

décalés de — , les uns par rapport aux autres, il suffira d'appliquer 
n 

des f. e. m. extérieures décalées de — , les unes par rapport aux 
autres. 

Dans la pratique, pour obtenir des champs plus intenses, on rem- 
place les cadres par des bobines enroulées, par exemple, sur un 
anneau, ou bien se faisant face ; dans tous les cas, en disposant 
les bobines de manière à ce qu'elles fassent entre elles les mêmes 
angles que les cadres, on obtient un champ magnétique tournant. 

Si les cadres ou les bobines sont parcourus par des courants d'in- 
tensités efficaces différentes, ou bien si ces courants n'ont pas exac- 
tement le décalage voulu, on obtient un champ tournant elliptique, 
représenté en général par le rayon vecteur d'un ellipse, qui décrit 
des aires égales en des temps égaux, et équivalant à l'ensemble d'un 
champ alternatif de direction constante et d'un champ tournant cir- 
culaire ( ! ). 



(1) Conférence de M. Mascart sur les moteurs à courants alternatifs. BuiUtin de la Société 
internationale des Electriciens, n° 101, août-octobro 1893. 



— 158 — 



§ 2. — DES SYSTÈMES DE MONTAGE DES LIGNES A COURANTS 

POLYPHASÉS 



1° Considérations générales. 

Nous avons distingué deux catégories de courants polyphasés, pou- 
vant produire des champs magnétiques tournants uniformes. 

Dans la première catégorie, les n courants sont décalés de - 

l'un par rapport à l'autre; le type du moteur actionné par ces cou- 
rants est le moteur biphasé. 
La somme des valeurs instantanées des intensités des courants 

n'est pas nulle, aussi faut-il, si des f. e. m. décalées de - agissent 

dans les n circuits, ou bien constituer chacun d'eux séparément par 
deux flls (comme l'indique la figure 46 ; les f. e. m. étant dévelop- 
pées dans les parties AB et CD, et les courants utilisés dans les par- 
ties A'B' et CD', ou bien prendre un fil de retour commun, comme 
l'indique la figure 47. 
Dans ce dernier cas, ainsi que nous le verrons, les courants ne sont 

pas décalés exactement de- l'un par rapport à l'autre, mais sous cer- 
taines conditions, on peut cependant admettre, que pratiquement le 
décalage est le même que celui des f. e. m. et considérer le champ 
tournant comme uniforme • 
Dans la deuxième catégorie, les n courants doivent être décalés de 

— l'un par rapport a l'autre et dans ce cas, leur somme est toujours 

nulle, de sorte que l'on peut économiser le fil de retour. 

2rc 
Etant donné n f. e. m. décalées de — l'une par rapport à l'autre, 

on peut faire le montage de plusieurs manières. 

a. En double étoile (fig. 48). Les f. e. m. agissent dans les portions 
AO, BO, DO des circuits et les circuits du moteur sont en A'O', B'O*, 
C'O' ; 
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b. En double polygone (double triangle pour les moteurs triphasés) 
(fig. 49). Les f. e. m, agissent dans les circuits AB, BC, CD et les cir- 
cuits du moteur sont en A'B', B*C\ C'D\ 

c. En étoile et polygone (fig. 50) (étoile et triangle). Les f. e. m. 
agissent dans les portions OA, OB, OC des circuits et les circuits 
du moteur sont en A'B', B'C et C*A\ 

d. En polygone et étoile (fig. 51) (triangle et étoile). Les f. e. m. 
agissent dans les circuits AB, BC et CA et les circuits du moteur sont 
en A'O', C'O' et B'O*. 

On peut aussi pour les deux catégories de courants polyphasés, dé- 
velopper dans un circuit une f. e. m. unique et former les circuits du 
moteur de dérivations, ou de circuits induits, agencés de telle sorte, 
que par suite de leur s. i. et de la capacité de condensateurs inter- 
calés, les courants qui les parcourent soient décalés dans les con- 
ditions voulues. 

Nous examinerons successivement ces divers cas, en les appliquant 
aux lignes destinées à desservir des moteurs biphasés ou triphasés, 
afin de simplifier les calculs. Les calculs pour le cas de moteurs dont 
les inducteurs seraient constitués par un plus grand nombre de cir- 
cuits, seraient analogues. 

Tous les circuits étant autant que possible identiques, doivent 
naturellement avoir la même s. i., de sorte qu'au point de vue du 
décalage, on arrive au même résultat, en admettant que ces circuits 
n'ont que de la résistance, ce qui simplifie les calculs (excepté pour 
le cas d'une f. e. m. unique, car alors les circuits dérivés doivent 
avoir des s. i. différentes), afin d'obtenir les décalages voulus, comme 
nous le verrons. 

2° Courants de la première catégorie (type biphasé). 
Montage avec circuits séparés. (Fig. 46). — 11 n'y a rien de particu- 
lier dans ce cas, les phases des courants (puisque Ton suppose la 
& i. nulle) coïncident avec celles des f. e. m. développées, nous 
aurons : 

e t = (r + 2R + r') i t i t = r+ g L R+r , sin ht 
e t = (r +2R + r') i, Û = r+ /{ i + f , sin (kt+ ?) 
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Comparaison avec le courant monophasé. — Le travail moyen déve- 
loppé dans chaque circuit est (voir page 25) : 



PJBl 






Ri, 



Ri, 



R l, 



M- 



W 



2(r+2R + r) 



A' 






_3d 



le travail total est donc : 



E« 



r + 2 R + r' 

La résistance de chacun des circuits de ligne est 2R, la perte de 
travail dans chacun d'eux est : 

2 R ih //ie y 
Nous savons que (voir page 28) : 

E* 



(!*///,)* = j 



2(r+2R-fr7 
La perte de travail totale dans la ligne sera donc : 

2RE« 



P = 



(r + 2R + f) f 



Supposons maintenant un courant monophasé, fournissant le même 

E 

travail moyen, avec la f. e. m. efficace -p , le poids du métal employé 

v2 

pour la ligne étant le même. 

T= E * 



r+2R+? 
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Comme : 

T == e €ff i e /f 
l'intensité efficace sera : 



r + 2R+r* 



La ligne ayant même poids que précédemment et étant composée 

R 
de deux fils seulement, la résistance de chacun des fils sera— et la 

résistance totale R. 
La perte dans la ligne sera : 

p> t>,- » 2 RE' 

Donc avec le même poids de métal employé pour la ligne, on se 
trouve dans les mêmes conditions au point de vue de la perte de 
travail. 

Naturellement la construction de la ligne coûtera plus cher, car on 
sera obligé de poser quatre conducteurs au lieu de deux : 

b. Montage avec fil de retour unique. (Fig. 47). — En appliquant les 
lemmes de Kirchhoff, nous aurons : 





°\ 


% 


R v t 




->- 




r -a ; 




Xl 




,-.--_ K tî 




""*" /nnn&o' 
















R' L ~*~ 




w ^*s 




Fifl. 47. 






(1) 






i = i, + », 






(2) 




**• 


= (r + R+r'K + R'« = 


K, 


«. + R' » 


(8) 




e,-- 


= (r + R + r')«,+ R'« = 


R. 


«. + R' • 



Nous aurons, en ajoutant les équations 2 et 3 : 
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B f s-}- *&? = ««+** 



^=r7t^* +8 K* + I)ï 



E 

En posant t = X sin (kt + y), = A et en faisant successi- 

vement kt = o etkt= -, nous aurons : 







X sin <f 


= A 






X 008 ? 


= A 






tg?=l 


1Z 

9=1 






X = A ^2 = 


R. + 2E' 








L'équation 2, 


nous 


donne : 










R' . 


X«sin 


(fc- 


?«)=rr sinfc 


_ W ]/2 



Posons, pour simplifier : 

R' y/2 



R l +2R , "" B 



et faisons successivement : 



Jet = o et ht = s 
2 



nous aurons : 
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XE _, . K 
i sin f, = — «y- d sin j 



X l C08», = g-Jl— Bcosj! 



ic js l 

Sin t = C08 j = -7=r 
4 4 y^2 



1- v/2 V ' 2_ R, + 2R' 



, R] R' 

tg f « 3= R , , + ft*~r+R + r , + R' 

V« — l!i B * j_i j_ 5!_ 2B) E'( 2R* , , 2R» ) 

À| ~RilT + 1+ î ^r^-RÎ^R.+aR')***" a, + S B* J 



E 



Xî= Rî(R, + *R')» i (R< + 2 R,) ' + 2R" - 2R, R' - 4 R- | 



E 



Xî= Rî(B. + 2R')' / Rî + 2 R « R ' +2R,Î i 



X,= 



E 



R,(R,+2R') 



W(R, + RT + R" 



Nous aurons donc : 



E 



«« = R<(Rt+2 R') ^ (B « + R,) ' + B, " abx <**-?•> 



avec 



♦«^•"■E^r 



L'équation 3, nous donne : 



, _ «. R' t 
•'"R". Ri* 
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*\ R' \fî 



X,sin(fe+ ? ,)=|J8i n (^ + ï)-^ | ^ ;8 in(to + ï)( 



Posons encore : 

R* y/2 



R< + 2R' 
et faisons successivement : 



nous aurons : 



kt = o et ht = ^» 



Comme 



nous aurons: 



X, sin ?. = rJ ( x — B sin |) 



v E t. « 

X, 008?,= — p- 1> cos J, 



. 7C JC 1 

sin -7= COS 7 = -r— 

4 4: y/2 



1 __ R, + R' r + R + r' + R' 

et 

Nous aurons donc : 

'■- R <( R E + 2R') V(R. + RT + R"Bin (* + *) 

R.+R' 
tg ft = j^- 
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Le décalage des deux courants sera ?, + ?„ et nous aurons : 

to(T , T) - B»-Bt-B"-8B,B '_ B, B. + 2R' 

*g it, + ?.; — 2 R , (R ^ + R , } — R , . 2 (Rj + R , } 

Pour que le décalage soit s-, on devrail avoir tg (?, + ? t ) =dr oo . 

Le décalage sera donc toujours plus grand que » et il s'en rapprochera 

d'autant plus, que R' sera plus petit par rapport à R 4 = r + r' -f R. 
Or r 1 ou R |t en pratique est toujours très grand par rapport à R, 

/I • i \ 
car r' (4- + -|-j représente le travail utilisé, tandis que la perte dans 

la ligne est : 

r (t+D + r 't 

On pourra donc admettre que pratiquement, le décalage est égal 

. w 

On peut chercher la meilleure utilisation de la ligne pour un poids 
donné de métal, à employer. 

Il faut pour cela rendre la perte dans la ligne minimum ('). 

Les sections des conducteurs étant, en raison inverse de leurs résis- 
tances, on aura si le volume du métal est constant : 

"r "^" W == con8 * an * 6 • 

Il faut rendre minimum la relation : 

P = B (? + C) +R,I 2 , 
(I) Voir les Courants polyphasés, par J. Rodet et Busquet, pages 21 et suivantes. 
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1 - i ~ T ~ 2Rî(R 4 +2R')' I (R « + R,)l + R " i 

P X» E' 

2 "" 2 ~~(R 4 + 2R') 1 

On aura donc : 

P-piU ^ + RT + R' 1 , R' Ml ) 

p __ ^ Rî R f2R,RR , + 2RR M + Rî R' 
*~~^ Rî(R« + 2R')« 

Comme, en pratique, R et R' sont très petits par rapport à 
R 4 =r-f- R -+-r' (voir page 165) nous pouvons négliger les termes 
contenant RR' et RR ,f , nous devons donc rendre minimum l'expression: 

Rî R + Rî R 1 R + R' 

Rî (B l + 2B , ) i " r (R l + 2B , )« 

Pour la même raison, il nous suffira de rendre minimum l'expres- 
sion : 

R + R' 



Rî + 2 R« R» 
Comme R, = r + r' + R. 

R + R' R + R' 



Rî+4K 1 R , "~(r + r ')« + R« +4(r + r') R+4(r + r) R' + 4RR' 
ou en négligeant encore les termes RR' et R" : 

R + R' 



(r+ry + 4 (r + 7*) (R + R') 



OU 

R + R' 



r+r' + élR + R')" r +r* , 

R + R' "*" * 
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Il faudra donc rendre ~, maximum, ou (R + R') minimum. 
De la relation (page 165) : 

R + R'^ 



nous tirons : 



2 R'c — i 2R' 

R = R' R =* R' c - 1 



Nous devons donc avoir : 
2R' 



R' c-1 



R' minimum. 



En prenant la dérivée par rapport à R' et en l'égalant à o, nous 
aurons : 

(R 'c-lHR'c, . 

(R> c-iiy — + 1 = 

(R'c-1)' + 1 = 
(R'c — 1)«=2 
R'c- 1= y[2 

R-=î±jff 
c 

en portant cette valeur de e, dans l'expression : 



Nous aurons : 



1 j.1- 
K • R' _ c 



2 , 1 _ 1 + y^ 
B^B' - B' 
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Nous devons donc prendre, R = l,41 R\ 

La section du fil de retour devra donc être 1,41 fois plus grande 
que la section adoptée pour les deux autres fils. 



Comparaison avec le courant monophasé. 



En admettant que R'=_ , la perte de travail dans la ligne est : 



RîR+2R l % + R'+Rî| 
Rî(R, +R fit 



rj r LdLli -L ^2 R,R f + R* 

= E« s — = 

Rï(R,+Rv^2)» 

Cherchons quel est le travail développé. 

Dans le circuit parcouru par le courant d'intensité t € , le travail est : 

e t = E sin kt 
i f = X« sin (ht — ?,) 



Nous aurons 






1 1 _ (Ri + R') a /nfttya lfi ox 

C0S ? « = 1 + tg' y' = , , R" ~ R'-+(R |+ R')« (page 168) 
1 + (R.+R')' 

Dans le circuit parcouru par i, , le travail développé est : 
(*, «a)moy <?, = E sin [**+-%) 



-w' e*--y-- 
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i t = X t sin {Jet + *«) = X, sin (kt -f » t ) 
/ ■ \ E X< . 



sin ft — 1 +tgâ o> - (R t + R')' -R" + (R, -h R')» 

1 " 1 R 5 * - 



Le travail développé est donc le même pour chaque circuit, le tra- 
vail total sera : 



T^EX,-^ 11 '* 11, 



y/K* + (R f + RT 



X « = R <( R 4 E h 2R') ^ + (R « + R,)t (page 163) 
Nous aurons donc : 

E'(R, + R') 

x — R, (R, + 2 R') 

Un courant monophasé de même f. e. m. maximum E, produisant le 
même travail devra avoir une intensité efficace : 

y/iT E (R, + R') 
R« (R, + 2 R') 

Si R" est la résistance d'un des fils de ligne, la perte totale de travail 
dans la ligne sera : 



p 4E'R" (R. + RT 
r >"~ R?(R« + 2R') f 



Si Ton emploie le même poids de métal pour la ligne dans les deux 
cas, on devra avoir : 

R" ~ R "+" R' 
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et comme : 





R'=-!L 

y/2 


2 
R" 


2 , s/2 

= R+TT 


R' 


,_ 2R 



'2 + y/2 
Nous aurons donc : 

r _ 2+v^V y/2J _ 2 + y/2\ 2 _ ' 

Rî(R,+Rv/2)' Rî(R, + R V '2)' 

Le rapport des pertes de travail dans les deux cas, sera : 

R étant très petit par rapport à R 4 , on aura à peu de chose près : 

1 -f /2 

P _ y^2 _ (i + y/2)(2 + >/2) _ g,22_ n7 p 
Pi~ 8 "" 8v fê ~~ 11,28 ~~ lM0 

2 + /2 

En employant un fil de retour unique avec le même poids de métal 
pour la ligne, on aura une économie de 27 % de perte de travail, par 
rapport à la ligne à courant monophasé et aussi par rapport à la ligne 
à courant biphasé à double circuit (voir page 161). 

En donnant aux deux lignes des coefficients de s. i, différents, on 

peut arriver à rendre le décalage égal à -^ , dans ce cas, si L, et L, 

sont respectivement les coefficients de s. i. des lignes dans lesquelles 
agissent les f. e. m. e 4 et e f , on devra avoir pour que les deux 

courants aient même intensité maximum et soient décalés de ^ . 

2 



— 171 — 

ML, — L,) = 2R' 

Ce que Ton peut démontrer de la manière suivante 
On a, en appliquant les lemmes de Kirchhoff : 

(1) • = *, + •. 



(2) « f «B f i i +RV+L i |» 



(8) *, = R,,',+ R'i + L a ^ 



Posons, puisque le décalage doit être exactement de j et les inten- 
sités maxima des courants égales : 

i = X sin (ht + ?) 

t'i = X, sin (ht + 9 f ) 

L'équation (1) devient : 

X sin (ht + ? ) = X, [ sin (fc + ?i ) + B m(ft+ J + ? f )j 

en faisant successivement : kt = o et kt= «5- > nous aurons : 

z 

Xsin ? = X, jsiny. + cosy, | 

X cos f = X, | cos y, — sin <?« { 

L'équation (2) devient : 

E sin ht = R! X, ain (*t + ?,) + * L, X 4 cos <Jfc* + ?,) + R'X &in(kt + <p) 

En faisant Art = o et en remplaçant X sin ? par la valeur trouvée 
ci-dessus, nous aurons : 
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R, X, sin ?,+ AîL.X.cosy, +R'X t sin?, + R' X, co3?,=o 

sin ?, ( R' + R, ) + cos ?, (R' + *L,) = o 
R' + fcL t 

L'équation (3) devient : 
E sin (kt+ 1) =R l X |8 in (fc +g +?,) +*L i X i eo8( fc + £+? f VR'Xsin(&+<p) 



En faisant AI = -tt nous aurons : 



— R« X, sin ?, — &L t X, cos ?, +• R'X, cos ?, — R'Xj sin «p, = o 
- sin ?, (R + R 2 ) + cos ?« j R' — fcL, J = o 

tg? «- R'-fRi 

Les deux valeurs de tg <p 4 devant être égales, nous devons donc 
avoir : 

% - (R' + itL^R' —kh._ 
*(L t — L I )=2R' 

On aura, en élevant au carré, les relations donnant les valeurs de' 
X sin <p et X cos <p et en les additionnant : 

X , (sin , f f cos , rt=Xî fsin 2 ?, +cos f ?,+2 sin c^cos ?, + sin f ? f +cos*f f — 2sin <p 4 cos? j 

x« = 2x; 

X= v / 2X l 

En divisant la première de ces deux relations par la seconde, nous 
aurons : 

. sin ?i + cos ?, = 1 + tg ?| 

s cos o, — sin ?, 1 — tg o l 
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C. Force électromotrice unique appliquée à un circuit unique. 

Les deux circuits des moteurs peuvent être placés : 

1° Chacun sur une dérivation du courant principal (moteur Tesla, 
dans lequel, les dérivations ont des constantes de temps très diffé- 
rentes, moteur Hutin et Leblanc auec emploi de condensateurs). 

2° L'un sur le circuit dans lequel agit la f. e. m. et l'autre sur un 
circuit induit (moteur Ferraris, compteur Schallenberg). 

3° L'un dans le premier secondaire et l'autre dans le deuxième se- 
condaire d'un transformateur. 

4° L'un dans le premier circuit d'un condensateur transformateur, 
l'autre dans le deuxième. 

Nous avons vu, page 103, que si, r t et r t représentent respectivement 
les résistances de deux circuits dérivés, L, et L t , leurs coefficients de 
s. i., M, leur coefficient d'induction mutuelle (L,, L t , M étant sup- 
posés constants), c i et c % les capacités de condensateurs intercalés 
dans ces dérivations : i = I sin kt 9 1 4 = X 4 sin (kt — ?<), t f = X t sin 
{ht — ?,), les valeurs instantanées des intensités des courants du 
circuit principal et des deux dérivations, en posant : 



X '- L '~*V Xa - L *~~PF f 



on a 



. _ 7 , r, (X, -f \ - 2 M) + (r t -f r.) (M - XJ 
tg * - * r, (r l+ r t ) -*(M- X 2 ) (\ + \-* M) 

rî + fe'(M-X,)' 
(n -f r 2 ) f + 4» (X, + X a - 2 M)* A 



. . ■ r < q <+ \-2M)+ (r, + r.* (M - X») 
tg *« ~* r, (r t +r t ) - *• (M -X.) (X, + X a - 2 A 



M) 



ri + g (M -XQ» , t 

*"~ (r. +r,)- + *» (X 1 + X 2 -2M)» 



La différence de phase ou le décalage des courants dans les circuits 
dérivés sera : 



., *>|i«<r l | 
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or, on a : 



tg( ?4 -f,)- 1 + tg?|tKÇf 



W M 



Pour que le décalage des deux courants dérivés soit -, il faut que 

le dénominateur soit égal à zéro, car le numérateur ne peut être 
infini. 
On devra donc avoir : 

1+tg?, tg?,=o 

En posant pour simplifier : 

X.+X, — M=a. M — \ = fr; M— X 2 = d 

on aura : 

t , fr, [or, + d (r, + r.)] [ar < + 6 (r, + r 2 )] _ 
"*" [r. (r, + r 2 ) - ** «<*] [r, (r + r.) - * ofr] ~° 

Wr.+rj^arf] [r/r.+r^-^^ + ^tar.+d^+ra)] [ar f + ô(r 4 +r f )]=* 

nri^ + rj)» — ^arf r t (r, + r,) — A\*r, (ri -fr»)+* 1 a 1 W + * 1 a 1 r f r f 
*" «^a(r 4 + r 2 ) + *• adr. (r, + r.) + *■ b d (r, + r 2 )» = o 

Le premier facteur étant composé de la somme de deux carrés, ne 
peut être nul (car r t et r t ne peuvent jamais être nuls) on doit donc 
avoir : 

r t r t +»bd = o 
r, r, + k* (M — XJ (M — Xa) = o 
r, r, + JPM* — * f M (X« + X*) + *• X, X, = o 

Examinons les divers cas particuliers, qui peuvent se présenter : 
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1* Les cireuits dérivés n'ont pas d'induction mutuelle. 
On a alors : 

Si les circuits n'ont pas de capacité on a \ = L 4 , \ = L ti et comme 
L { et L, sont essentiellement positifs, l'équation ne peut jamais être 
satisfaite, c'est-à-dire que les deux courants ne peuvent être décalés 
exactement de 90°. 

En calculant la valeur de tg (?, — f t ) pour ce cas, on a : 

L| ^ L a 
r i ^2 + & JLit Jua j , £ t iu ij2 

'« '2 

Il est facile de voir que la valeur de tg (? 4 * — ? t ) sera d'autant plus 

grande, c'est-à-dire que ?, — ? t , se rapprochera d'autant plus de '-, que 

Ton fera par exemple r t et L, plus grands et r 4 et L t plus petits 
c'est-à-dire que les constantes de temps des deux circuits seront 
plus différentes. 

Si le premier circuit n'a pas de capacité, on a X, = L |f si L s est 
le coefficient de s. i. du deuxième circuit, cherchons la capacité c t du 

condensateur à y intercaler pour obtenir un décalage égal à -. 



\ — t 1 — r « r t 



_J. r t r t + ** Li L a 

*• c t "" *• L, 



L, 

* r.r, + *"L 4 L, 



2* Xr^ circuits dérivés ont de Finduction mutuelle, mais pas de 
capacité. 
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On a : 

X| = L< \ = L t 

On devra avoir : 

r t r, + Ar»M» — fc* M (L, + L.) + h* L 4 L 2 = o 

Si on a comme données r |f r 2 , M et L, on devra prendre : 

^ k* (M — L,) 

Les nombres de spires de chacun des circuits, à enrouler sur les 
inducteurs du moteur, pour obtenir un champ tournant d'intensité 
constante, seront inversement proportionnels aux intensités effi- 
caces des courants dérivés, c'est-à-dire X, et à X t , que les équations 
de la page 103 permettront de calculer. 

Si l'un des inducteurs est placé dans le circuit primaire et 
Vautre dans le circuit secondaire, d'un transformateur, on aura 
page 87 

Pour le courant du primaire : 

i f = I, sin ht 

Pour le courant du secondaire : 

t,= X t sin(kt — y,) 
L'angle de décalage sera donné par la relation : 



tg *=-ri; 



Il faudra, pour que le décalage soit égal à •?, avoir : 



-. t 1 

>a = L »-F7 a =<> 



L « = ^* 
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Si le circuit secondaire n'a pas de capacité, on ne pourra pas 
obtenir un décalage de -5, on s'en approchera d'autant plus que 

L, sera plus grand. 

Les nombres de spires à enrouler sur les inducteurs du moteur 
sont inversement proportionnels à 1 t et à X t , la valeur de X t pourra 
être calculée au moyen de la relation donnée page 87. 

Si X, = 0, on aura : 

Si les deux circuits sont placés dans les secondaires d'un transfor- 
mateur à double circuit secondaire (voir page 100), en multipliant 
l'équation 2 par M, et en retranchant l'équation 3 multipliée par M é , 
on aura : 

r, M, X, sin (ht — ?«)+* (M f \ — MM,) X« cos (te — ?l )— r, M t X, sin (ht - y 2 ) 
+ h (M M a — M, x a ) X, cos (te — n ) = 

Si les deux courants sont décalés de •-, on aura : 



«in 



1 (te — ?2 ) = sin (te — <p« — g j = — cos (te — ?,) 

cos (ht — ft) = ;cos (kt — ©! — * J= sin (& — <p,) 

L'équation deviendra : 

[r,MtX 4 + ^CMMa—MiX.) X,] sin (fc-ft) + [r.M.Xa + *(MaV- MMJXJ 

cos (A* — <?«) = 

Comme celte équation doit être satisfaite pour toutes les valeurs, 
de kt y on devra avoir : 

^M.X. + îfc (MM, — M f ^ X 2 = o 
traité d'électricité 14 
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r, M, X, + k (M, x, - MM 4 ) X« = o 

X, _ . MM. —MA __ _ 1 r t M| 

Xi r,M 2 ~~ ï M, Xi — MM, 

L'équation de condition pour que les deux courants soient (Jécalés 
de -a * sera donc : 

fc* (MM a — M.X.) (M f X f — MM,) = r, r, M 4 M, 

Cette disposition qui n'a pas encore été réalisée, peut servir dans 
le cas où l'on emploie sur la ligne une f. e. m. très élevée. 

On peut également se servir du condensateur transformateur (fig. 18, 
page 78) l'un des circuits étant parcouru par le courant i = I sin kt y 
l'autre parle courant i t = X 4 sin (kt — ? 4 ). 

Nous avons, page 61 ; 

**-• r 2 (r l + r 2 ) + **X 2 (X l+ \) 

équation dans laquelle, comme il est indiqué à la page 78, il faut 
faire : 

r t =zo r 4 = r X, = J X, = — p- - 

Pour que les deux courants soient décalés de — , il faut avoir 

tg f t = ± oo , ou : 

r a (r, + r.) + frX, (X, + X.) = - ^ (/ - j±-^= o 

-■rfr ■ ■ 

3° Courants de la deuxième catégorie (triphasés). 
Les trois forces électromotrices appliquées, sont : 

*i = E sin Ju 
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^=E8in(tt+?£) 

H = E sin (kt +ig2l) 

On a tovy ours e t -f- e, + e, = o 

«. Montage en double étoile (fig. 48). 



— *- R t, 




R t. 



R tj 




Oh a, en posant R, = r + *■*-*- R. 

«t E . A., 2*\ 

'•=R-;=R; B,n v*+t; 

Les courants seront donc décalés comme les f. e, m, appliquées. 

En enroulant en sens contraire, chaque circuit sur deux bobines 
(ou cadres). On peut considérer que Tune de ces dernières est par-? 
courue par un courant i et l'autre par un courant — * , 

i\ = — i, = — g- sin ht = g- sin (ht + x) = g- sin (kt+ -^J 

E . /^ . 4jc\ E . A. , 4rc\ E . /- . 10rc\ 
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En classant les courants dans l'ordre suivant : 



• », = tt Bin ht 



. J = R; sin(tt+ T -J 
E . A, , 10 r\ 



On aura six courants décalés de -^ de l'un à l'autre, pouvant en- 

b 

gendrer un champ magnétique tournant uniforme* 

En augmentant le nombre des bobines, on rend plus constants 

l'intensité et la vitesse du champ tournant ('). 

Comparaison avec le courant monophasé. 

Le travail par circuit est : 

E* 

(*i ù)moy = g^ - 

Le travail total développé sera : 

t - 8E> 
lm ~ 2 R« 

Un courant monophasé de même f. e. m. maximum E, produisant 
le même travail devra avoir une intensité efficace : 



(1) D'après des expériences faites par MM. Siemens et Halske, la fluctua- 
tion d'an champ magnétique tournant, engendré par quatre bobines atteignent 
13 °/o, tandis que celles d'un champ engendré par six bobines peuvent être 
considérées comme à peu près nulles (Communication de M . de Châsseloup- 
Laubat à la Société des Ingénieurs civils). 



-181 - 

T S En/2 

La perte dans la ligne pour le courant triphasé est : 

8RE- RE- 

P -TfiT- 1>50 "Rr 

Si R' est la résistance d'un fil de ligne dans le cas du courant mono- 
phasé» la perte dans la ligne sera : 

P < = 4R 4 =9 "1T 

Si s est la section d'un fil dans le cas du courant biphasé, le volume 
du métal employé sera : 

Si s 9 est la section d'un fll dans le cas du courant monophasé, le 
volume sera : 

V = 2ls 9 

Si on emploie le même volume de métal, dans les deux cas, on 
aura: 

3* = 2«' 

On aura alors : 

" R-ti 

S 

a 

R '_£ _2 
R~*~«' ~~ 5 

B'- 2B 
R 8 

On aura donc : 
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RE» 



P, = 6 



Rî 



Le rapport des pertes dans la ligne sera donc : 

Le courant triphasé, avec montage en double étoile réalise donc 
une économie de 75 % sur le courant monophasé, avec le même vo- 
lume de métal employé pour la ligne. 

b. Montage en double triangle (flg. 49). 



Ri, 



r:u 




Fig. 49. 

En appliquant les lemmes de Kirchhoff, nous aurons : 
r (t f + t t + i 3 ) = e t +e t + e$ = o 

Ù + I , + 18 = 

En considérant les circuits, nous aurons : 

e { = rt € + R (i,. a — t^O + rï\ 
e% = rt t + R (i t . a — il*) + rV f 
e z = ri 3 + R (i,.! — * 2 . 3 ) + rV 3 

n additionnant ces trois relations, nous en tirons : 

«\ + *\ + r 3 =--o 



Nous avons : 
i,. t — 1 3 ., = 



i - i f — i, + " = 2 *< — (i, + ta) = 2 i 4 H- i, = 3 •', 
- «3 — «i + f. = 2 i t — (i| + f 3 ) = 2 i t + i, = 8 t a 
- 1, — t'a + «3 = 2 g, — (i'i + t'a) = 2 ï t + 1 3 = 3ï 3 
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^-i3.i = ^-r t -i% + r l = 2r l -(r t + t ,, 3)==2r l + « , i = 8i' < 
4* - »... = i\ - f 8 - 1\ + i\ = 2t\ -■(!-. +•-,) = 2 i- t + •% = s %\ 

Nous aurons donc : 

D'autre part, les trois premières relations ci-dessus nous donnent : 

e s =i' l (r + r' + 3R) = Rï\ = Rï 4 
« â =,\ (r + K + 8R) = RV t =R'* a 



3 ^r,(r + r , +8R) = RV 3 = Rï 3 



D'OÙ : 



E 
i*i = i , = — sin ht 

i\ = t, = g-, sin [kt -H j^ 

« a = «a = g» sm ^*f + yJ 

Les courants auront donc même intensité maximum et seront 

9 

décalés de — de Tune à l'autre, d'autre part nous avons : 

ô 

f\t = Ù - *t = g? ! sin** — sin (ht + y J J 

^ = 4-^ = 1} ■«n (* + t)-™(*+t)! 
*3.i = •» - h = g» | sin (kt + ~ j- sin fc | 

On voit que les courants t,.,, i % . % et i Vi ont même intensité 

maximum et sont décalés de— l'un par rapport à l'autre. Posons : 

o 

«,., = X sin (kt - ? ) = |t j sin kt - ain (kt + ^J?) j 



- 184- 
en faisant successivement : 



il = o et *t = s 



Nous aurons : 



— X sin 9 = — jç sin -j 



X sia ? = g-, sin -g" - O» 866 r» 
X eos? = «gr, jl— sin -g-( = g-> (1 + sin g î = 1,50 j-, 

X* = ^ (0^6* + W) = (0,75 + 2,25) {£ = 8 g; 



X=l,73| 



Nous aurons donc : 

«,., = 1,78 |, B in (*<-?) = 1,78 | Bin(fe + 1 -^) 
En procédant de la même manière, nous aurons : 
« î .3 = l,78g î Bin(*< + ^) 

«s.« = 1,73^7 sin f kt + -g- j 

En enroulant chacun des circuits f i9 f,, f, en sens inverse sur 
deux bobines, comme nous l'avons fait précédemment, et en procé- 
dant de même pour les circuits i ,.,, i t .,, i ri , mais en disposant 
sur les bobines 1,73 fois moins de spires que sur les précédentes, nous 
obtiendrons douze bobines traversées par des courants décalés de 

fi - (>u Ï2 9 ces bobines seront disposées dans Tordre suivant : 
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(E E \ 

en posant A = g; B = 1,78 «7J 



!• traversée par le courant t", = A sin ht 



V » 


» -i M = B «n^*+ j^J 


» * 


. -t % =A.in(fe+g) 


4? » 


» i M = BBin(tt+g) 


6» » 


,*, =A 8 m(fc+§) 


6« » 


» — û., = B sin (fe + -jg-J 


v ■» 


» -f, =ABin(fe + §) 


8» » 


i t . t = t Bein(kt + 1 -£f) 


9* » 


.% =A8in(tt + §) 


10- » 


» _,-,., = B8in(tt + ^) 


11» » 


> -,'. =A8in(tt+§) 


12* » 


,,. î =B8ill(tt + ^) 



Cette disposition a été adoptée par M. Von Dolivo-Dobrowolski, pour 
les inducteurs à anneau de ses moteurs à champ tournant, comme 
nous le verrons. 

Comparaison avec le courant monophasé. 

Le travail moyen développé dans un des circuits A, B, C, est : 



et le travail total 



<«• O = g"!* 



8E*_ 1,60 E» 
2 R ,- ~ r + r'+8R 
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Uu courant monophasé, produisant le même travail avec la même 
f. e. m. maximum, devra avoir une intensité efficace. 

1,50 E y/ T _ 1,50 y/2 E 

R' "r + r' + SR 

La perle de travail dans la ligne pour le courant triphasé est : 

P = 3 R (*'..,//) 2 

P_o R SE* _ , , n RE* 
P 8 R 2R* 4,5 ° TF2" 

Si R" est la résistance de la ligne, pour le courant monophasé, 
on aura : 

Si on emploie le même volume de métal dans les deux cas, on aura 
comme précédemment (page 181) : 

2R 



R"=- 



3 



P. = 6Rg t 



Le rapport des pertes dans les lignes sera : 

L = ^ = 75 

Le courant triphasé, avec montage en double triangle, réalise donc 
une économie de 25 % sur le courant monophasé pour le même vo- 
lume de métal employé pour la ligne . 

c. Montage en étoile et triangle (fig. 50). 




Fig. 50. 
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1 

En appliquant les lemmes de Kirchhoff, nous aurons : 

(1) e 4 - e t = (R + r) (1*4 - •'.) + f> 'Va 

(2) e % - e z = (R + r) <«, - 1 3 ) + r> i f . 8 
(8) «,- ex = (R + r) (13- i 4 ) + r' i I#l 

En additionnant ces trois relations, nous aurons : 

(4) «Va + 1V3 + 13.1=0 

(5) I..,— Ij.4=»l 

(6) t'a*— t'i« — «. 

(7) 13.,— «,.3 =«3 

En additionnant les relations 5, 6 et 7, nous aurons : 

(8) i l +i t +f,= o 

En retranchant l'équation 6, de l'équation 5, nous aurons : 

h* — «a* — 1*1.3 + *fi = »i — *« 
2 *,., — («a-3 + *W = " — •'• 

(9) 8 i,., = i, - 1, 

En opérant de même sur les autres équations, nous aurons : 

(10) 8i a .a = i,-t3 , 

.(11) 3 13.4 = 1, — •', 

En portant dans l'équation 1, la valeur de * t — t t =8 **,.,, nous 
aurons : 

8 (R + r) i,.a + r\. 2 = <?«—«, 

( *!— < ? t = (8r+3R + r , )v t = R'i 1 . f 

. _e x — g,_E ( . 



«1. 






En posant 



et 



nous aurons 
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i',., = Xsin (& --9) 



E E_ 

8r+8B+r' ^R' - ^ 



X gin (**-?)= A j sinfc- 8 in(fe + ^\ 



2*\l 

I 



En faisant successivement kt = el kt= -, nous aurons, 



— X sin ? = — Asin-s- 



X sin ? = 0,866 Â 



X cos ? = A — A cos -^ = 1,60 A 



tg? = 0,678 y ^80*= g 

X*= A* (0^866* + Ï^6 , )=8A , 

v . 7 oE 1,78 E 

A-M3 R ,- 8r + 8R + r , 

Nous aurons donc : 

ê t — * a 1,78 E . /,. *\ 

•«•• = ~F~ = 87+8R + 7 Bm V* _ V 

»..»- -5 5 ~-87+8B+7 §u \ + l) 

«» — *. 1,78 E . /,.. 7 A 

, »- < =-y- ! = 8r+8B+r' 8m ^ + TJ 

Les trois courants seront donc décalés de -r- l'un par rapport à 

o 

l'autre. 



L'équation (5) : 



nous donne : 
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*t = *«* — *3»« 



j 6j *"~ *i ^3 6j 

'« IF TT 



. _ 2g,-(g» + g) _3g, 

11 E TF 



». = 



8 E . ^ 

= 8r+8R+r' 8m * 



En procédant de même, on aura : 

3 « a 8E . (^ . 2*\ 

,1= ^- = 8r + 8R+r ,8in ^ + T; 

8 e 3 8E . /, , , 4 *\ 

En enroulant chacun des circuits t' € , * t , t, et t rl , » t . t et t r , en sens 
inverse sur deux bobines, on aura encore douze bobines traversées 

Qk 

par des courants décalés de g ou — , c'est-à-dire, la disposition em - 
ployée par M. von Dolivo Dobrowolski. 

Comparaison avec le courant monophasé. 
Le travail développé par chaque f . e. m. sera : 

0i = E sin kt 
SE 



ié = 



8rf8R+r 



sin ht 



, .. _1 3E» 

l*. t\)moy — s 



)moy — g 3r+8R+r » 
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Le travail moyen total développé sera : 

T _» E» E« 

Un courant monophasé dû à une f. e. m. de même valeur maximum E, 
devra avoir, pour produire le même travail, une intensité efficace : 

T _ 9 y/2E 

le/fic — 2R > 

La perte de travail dans la ligne, pour le courant triphasé sera : 

p _27R E* 13,50RE» 
r ~" 2 S 57 "" H'* 

La perte dans la ligne, pour le courant monophasé, sera, si la 
résistance d'un des conducteurs est R". 

~ 81R"E» 
P < = tt'« 

Si les deux lignes ont le même volume de métal, on a : 
R* = §R (page 181) 

•d 64 RE» 
P. = — gîr- 

Le rapport des pertes de travail sera : 

.£-W_025 
P< — 5T-" '^ 

L'économie sera donc de 75 % par rapport au courant monophasé, 

d. Montage en triangle et étoile (fig. SI). 
En appliquant les lemmes de Kirchhoff, nous aurons : 

(1) «t — i'i =*'*.• 



(S) 
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i, — t'a == «3.1 
*■ («t + t. + *a) = «i + «t + e * = ° 
TU,.* J C 




TU,,, 



Ri 



UL 




Fig.54. 



d'où 

(4) 
(5) 



«|.t +«23 + «3.4 — » 



En retranchant 1 de 3 9 nous aurons : 

«« — t'a — ». + *'« = *3.i — f'i.t 
(6) i'a.4 - •-. = * h — (i t + 1 3 ) = 8 1\ 

En retranchant 2 de 1, nous aurons : 



(7) 



t, — i« — i'a + «, = «,., — «,.3 



En retranchant 3 de 2 : 



(8) 



«3 — «. - *• + «3 = J..3 — *8*4 

*a.3 — «3.4 = 3 t'a 



En considérant les circuits, nous aurons : 

e t = ri. + (R + r') (•',., - t ,„ ) = (r + 8R+8r') t\ 
ê % = n, + (R + r') (*,.. - i,.a) = (r + 8R + 3r') f, 
^3 = «3+(K + r')(i,.3-i3.,) = (r + 8B+8r0t3 
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De Téquation (1), nous tirons :* 

t ê . t = Xsin (ta — ?) =-gy sin fkt +-£) — sin ht 



En faisant Art = o et M = 5-, nous aurons : 

v . E . 2* 

— X sin f s= -g sin -g- 

v E 2k E 

2L COS 9 = T5T C08 -g -p-, 

sin —=; sin 120° = sin 60° = 0,866 
o 

cos ^ = C08 120° = — sin 30° = — 0,50 
o 

E 
X sin y = — 0,866 «gy 

X 00s y = — 1,50 ij7 

X =1,73 |, 
Nous aurons donc : 

1,., = 1,73 |-, sin (kt- 7 -^ = 1,73 g, sin (fc + ^) 
En procédant de la même manière, nous aurons : 



«2.3 = 
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1,78 E . 



78 E . /^,9n\ 



1,78 E . A , k\ 



«8.i = — jp — ain | 



Comparaison avec le courant monophasé. 
Le travail développé par chaque f. e. m. est : 
(«« *\)mor *i = E sin fa 

i, = g? sm ht 

, • % _ E ' 

(A trfmoy — g-jT? 

Le travail moyen total développé est : 

t - ^ 
lm ~~ 2 R' 

Le courant monophasé donnant le même travail avec une f. e. m. 
de même valeur maximum, aura une intensité efficace. 

T 3E 

La perte dans la ligne, pour le cas du courant triphasé est : 

P = 8 R (W/)' = 8R !!£ =4,50 R J£ 

Dans le cas du courant monophasé, si la résistance d'un des con- 
ducteurs est R", la perte sera : 

_ 2R"9E« _ ftD „ E' 
1 ~~ 2TT 5 ~~ R ,f 

Pour le même volume de métal employé pour la ligne, on doit 
avoir (page 481) : 

TRAITÉ d'électricité 15 
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R» = §R 



p« = 



2. 9 RE* 6 RE» 



8 R'' "" R'« 

p;--t =0 ' 75 

L'économie sera donc de 25 % dans le cas du courant triphasé. 

4° Conclusion. 

Nous avons trouvé que la perte dans la ligne, par rapport à celle 
donnée par un courant monophasé, dû à une f. e. m. de même inten- 
sité maximum, pour un poids égal de métal employé est de : 

400 % pour le courant biphasé avec deux fils de retour; 
73 % (environ) — avec fil de retour commun ; 

25 % pour le courant triphasé dans le cas du montage en 

double étoile ; 
75 % pour le courant triphasé dans le cas du montage en double 

triangle ; 
25 % pour le courant triphasé dans le cas du montage en étoile 

et triangle ; 
75 % pour le courant triphasé dans le cas du montage en 

triangle et étoile. 

Dans les calculs, nous ne nous sommes pas occupés de la tension 
sur la ligne. 

Dans le cas du courant monophasé, la tension maximum entre les 
deux fils de ligne est égale à la tension maximum de la source, 
mais il n'en est pas toujours de même dans le cas des courants 
polyphasés où la tension en ligne peut être notablement supé- 
rieure à la f. e. m. appliquée maximum. Dans le cas où on ne 
veut pas dépasser en ligne une tension, donnée, il faudra pour 
certains montages des lignes à courants polyphasés, diminuer 
1& f. e. m. maximum appliquée et par conséquent augmenter dans 
la même proportion l'intensité efficace des courants, ce qui pour le 
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même volume de métal employé pour la ligne augmentera la perte 
dans celle-ci, nous allons examiner cette question plus en détail. 

Dans les cas suivants, les tensions sur la ligne sont au maximum 
égales à E. 

a. Courants biphasés avec lignes indépendantes (fig. 46); 

b. Courants triphasés, montage en double étoile (fig. 48) ; 

c. Courants triphasés, montage en étoile et triangle (fig. 50). 
Nous devons examiner les autres cas. 

d. Courants biphasés avec fil de retour unique (fig. 47). 
La tension aux bornes du fil de retour est égale à : 

e x +e t 
nous avons trouvé, page 162 : 

<?, + *,= (R, + 2R') i= E y/2 sin (ht + £) 

La tension maximum sera E sjT. 

Si on ne veut pas dépasser pour la ligne la tension E, il faudra 

E 
développer une tension maximum j~ dans le circuit générateur, l'in- 
tensité efficace des courants sera multipliée parv/I, pour avoir le 
même travail, de sorte que les pertes dans les lignes qui sont propor- 
tionnelles aux carrés des intensités efficaces, seront doublées pour 
les mêmes résistances. 

Pour le même volume de cuivre, employé pour la ligne, on aura 
une perte de 2 X 73 = 146 % de la perte pour le môme travail avec le 
courant monophasé (avec même tension maximum sur la ligne). 

e. Cas du courant triphasé y montage en double triangle (fig. 49). 

La tension aux bornes d'un circuit de ligne est e t — e t9 posons : 

e t — e t = X sin (Jet + ©) 

X sin (ht + ?) = E sin H — E sin [ht + -^ J 
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Faisons successivement : 



ht = o e* ht = £ 



X sin <p == — E 8in -jt- 



2 * 
X cos <p = E — E cos -5- 

Nous aurons donc : 

X- = E'jsin* ^ + 1 - 2 cos^+ cos' ^j 

. ,2* . t 2« 
sin 1 -jr + cos* -g- = 1 

cos ^ = cos 120° = — sin 30o = — 0,600 
X f = E f S 1 + 1 + 1 1 = 3E* 
X=y/3 E. 

Si on veut ne pas dépasser en ligne la tension E, il faudra 

E 
développer une tension maximum J=~~ pour le même travail, 

Tintensité efficace sera à multiplier par \/3, de sorte que les per- 
tes sur la ligne seront 3 fois plus forte pour les mêmes résis- 
tances. 

Pour le même volume de cuivre employé, pour la ligne, et la même 
tension dans cette ligne, on aura une perte de 3x75= 225 # de 
la perte pour le même travail, avec le courant monophasé. 

e. Cas du courant triphasé, montage en triangle et étoile (fig. 51). 

La tension aux bornes d'un circuit de ligne sera e t — e t , on arrivera 
donc aux mêmes conclusions que dans le cas précédent. 
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5° Examen du cas où les charges ne sont pas identiques 
dans les divers circuits. 

Jusqu'ici nous ne nous sommes occupés que du cas où les charges 
dans les divers circuits, sont toujours identiques, c'est le cas où les 
circuits alimentent uniquement des moteurs à champ tournant ; si 
Ton veut alimenter en même temps des lampes, la charge peut varier 
dans les divers circuits. 

Nous examinerons successivement, comme l'ont fait MM. L. Hodet 
et Bousquet dans leur ouvrage sur les courants polyphasés, ouvrage 
auquel nous empruntons le principe de l'étude suivante, en appliquant 
notre méthode générale, le cas du montage en étoile et celui du 
montage en triangle. 

Nous supposerons que les appareils récepteurs autres que les mo- 
teurs, n'ont pas de s. L, de sorte que les s. i. de tous les circuits sont 
égales quelle que soit la charge, et que l'on peut au point de vue du 
calcul des décalages, les négliger. Nous admettrons également 
que les différences de réaction produites sur les génératrices, par les 
différences de charge, sont négligeables, c'est-à-dire que nous suppo- 
serons qu'entre les circuits on maintient exactement trois f. e. m. de 

2* 
même valeur maximum décalées de — de l'une à l'autre, ce qui 

o 

revient en somme à faire r = o. 

a. Montage des récepteurs en étoile. Prenons le cas le plus général, 

celui où l'on emploie un fil de retour (fig. 52) ; nous pourrons en 

déduire le cas du montage à trois fils en admettant que la résistance 

du quatrième fil est infinie. 



ei 



Ht, 



Rê, 



'G. 



Re 3 



j i R i 



-^ V, 




Fig. ht 
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Soient r € , r t , r t les résistances des circuits récepteurs, Y 4 — V , 
V i — V et V 8 — V les différences de potentiel dans ces récepteurs. 
En appliquant les lemmes de Kirchhoff, nous avons : 

i , + i t + !* 3 = i 
Vo — Rï — (e t + e 2 + ej — o 

et comme : 

«i + «■ + «3 = * 

Vo = R' t i = Jr 

*,- V, = Ri l V, —V = r t i § 

*, — V, = Ri, V, — Vo = r, t t 

«3 — V 3 = R« 3 V 3 — Vo = r 3 t 3 

En additionnant, nous aurons : 

e t +e t + e 3 - (Vi + V, + V 3 ) = R (.',+<, + •«) = R * 

-(V|+V.+V a )=Ri = Vo| ? 

Nous aurons en outre : 

ê v V v 

•'. = ^-jp- 1 - ' r< a r, *< - r t V x = RV € -RVo 

Nous aurons, par raison de symétrie : 

„ _ r, e, 4-RV» v _ r 3 g» + RV» 
*~ B+r, V3 R+r 8 

Posons, pour simplifier les écritures : 
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1 1 A 1 „ 

= b— '. = C 



R+r;~ R + r,-" R + r 3 

Vi -f V t + Vs = a n ê, -h & r, e a + c r z e z + R V Q (a + h + c) 

Comme : 

V,+V f +V 3 -=-Vo|., 

nous aurons : 

RVo J^? + a + b + c | = - (a r 4 * 4 + b r, *, + c r 8 * 3 ) 

R^+a + ô+.c) 
en posant : 



A = T? r 



^t+a+b + c 

et : 

Vo = X sin (** + f ) 

et en remplaçant e t e % et <? 3 par leurs valeurs, nous aurons : 

X sin(fa +?)=— AE | ar,sm**+&r t sin (ht+ j\ +cr 3 sin (** + y) l 

En faisant successivement dans cette équation M = o et M = — , 
nous aurons : • 

X sin 9 = — AE J 6 r, sin -~ + c r 3 sin -g- | 

X C08 y = — A E \ a r, + br % cos -rp + c r 3 cos V ( 

sin ^ = sin 120° = 0,866 sin ^ = sin 240* -= - 0,866 

à O 

cos ?£= cos 120* =—0,500 cos ^ = cos 240° = — 0,500 



— 200 — 

X bih 9 = —0,866 AE(ir,-c r 3 ) 

X cos? = — 0,600 A E (2 a n — br t — c r 3 ) 

Nous aurons donc : 

tg?= 1,732 ,, ^.--cr» 

En élevant les deux équations au carré et en les ajoutant, nous 
aurons : 



X*=A»E» 0,866 2 (b* r\ + c* rî -2& c r, r 3 ) + 0,500 2 (4 û»rî+ &• rî + c'r 
— 4 a b n r t — 4- a c r, r 3 +2 £ cr, r 3 ) | 

X* = A* E f j a f rî + b* r\ + c 1 ri — (ab r, r s +a c r« r 3 + & c r, r 3 j 

Connaissant X et ? , on peut déterminer les valeurs de V„ V, et V„ 
pour cela posons : 

V, = Xi sin (kt + <pj 
V, = X, sin (ht + f J 
V 3 = X 3 sin (kt + ? 3 ) 



Nous avons 



3= r< B + n V ° =a(n ^ + RVo) 



Xi sin (kt + ?,) = a j r< E sin Jet + R X sin (& +?) 



7C 

En faisant successivement kt = o et kt = -, nous aurons : 

2 



X € sin ?! = a R X sin ? 
X, cos 9, = a j r, E + R X cos © { 

R X sin y 

tg?, ~r,E + RX cos o 
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Xî= o» j R* X« + rîE» + 2n REX cos <p } 
Nous aurons également : 

X, sin(** + ?,) = & j r, E smfkt + y) + RX sin (fa + ?) j 
En faisant sucessiveinent kt = o et M = 7% nous aurons : 
X t sin 9a= & J ri E sin y + RX sin ? j ^ b \ 0,866 r t E + RX sin ? | 

X 2 cos f, = 6 j r, E cos y + R X cos 9 I = & j RXcos ?— 0,500r,E | 

RX sin y +0,866 r t E 
tg9a RXcos?— 0,500 r 2 E 

Xî= J* JR*X' + r? E« +1,732 r, R E X sin<p-r t R E X cos 9 ] 
Nous aurons aussi : 

Va= *$+* V ' = c (r, ,3 +RVo) 

X 3 sin (tt+ ? 3 ) = c | r 3 E sin (kt +^\ + R X sin {kt + 9) j 

En faisant successivement M = et Af = -, dans cette équation, 
nous aurons : 

X 3 sin 93 = c fr 3 E sin -j- + R X sin ? J = c (R X sin 9 — 0,866 r 3 E) 

X 3 cos 93 = c (r 3 E cos ~ + R X cos 9) = c (R X cos 9 — 0,500 r 8 E) 

__ R X sin 9 — 0,866 r 3 E 
g ?3 R X cos 9 — 0,500 r 3 E 
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X sin 9 = —0,866 AE(ir,-c r 3 ) 

X C09 <P = — 0,600 AE(2an-Jr l -c r 3 ) 

Nous aurons donc : 

b r t — c r 3 



tg ? = 1,732 - 



a ri — ft r t — c r 3 



En élevant les deux équations au carré et en les ajoutant, nous 
aurons : 

X^A'E» | <M*66 2 (b* ri + c* ri —2b c r t r 3 ) + <MHX) 2 (4 a*r\+ b* r\ + c» r 
— 4 a b ri r t — 4 a c r, r 3 +2 b cr % r$ j 

X f = A« E* j a«rî + ô» rj + c* ri - (a ô r, r, +acr 1 r 3 +ôcr l r s J 

Connaissant X et y, on peut déterminer les valeurs de V„ V t et V„ 
pour cela posons : 

V f = Xi sin {ht + ft) 

V, = X, sin (ht + fj 

V 3 = X 3 sin (A* + ? 3 ) 

Nous avons : 

Vr t ei + R Vo , . OTr * 

3== B + n = a ^ l ex "*" ^°' 

Xi sin (** + ?,) = a j r< E sin ht + R X sin (ht +?) j 
En faisant successivement kt = o et M = -, nous aurons : 

X, sin ^ = a R X sin ? 

X, cos 9, = a j r, E + R X cos ? { 

R X sin 9 



l « *• = rTR 



ri E + R X cos ? 



le r |f r f et r v les 

ice, en pratique, 
.naissant les va- 
ne les décalages 

>t X, X t , X„ on 



ra alors 



Zfj± £,- 



-t «£ . 



nies 




Xî = c* { R f X e + r?E f — 1,732 r 3 R E X siny — r 3 R E X cos y j 
Les décalages seront », — y, et y, — y t , cherchons leurs valeurs : 

RX siny 4- 0,366 r t E R X gin f 

Mm — * ^ - *gyt-*g>i _ RX co9 y - 0,500 r, E r t E + RX cos? 
igiy* yj — I+tg?jtgy 2 -" . RXsiny(RX8iny+0,866r t E) 

+ (r, E + RX cos y)(RXcos ? — 0,600 r t E) 

__ 0,866 r« r t E' + RE(r t + 0,500 r.) Xsiny+ 0,866 r t R EXcosy 

tg (? * ™~~ — 0,500r l r,E t +R , X , +0,866r t REX8in?+RE(r - — 0,500^) Xcosy 

Nous aurons de même : 

R X 8in y — 0,866 r 3 E RX siny + 0,866 r, E 

w<p — <p w *g ?3 — tg y t R X cos y — 0,500 r 3 E R X cos y — 0,500r t E 

gw w H-tgy 2 tgy 3 . (RXBiny-^,866r 3 E)(RXsiny+0,866r a E) 

"*" (RX cos y-0,500 r 3 E) (RX cos y-0.500r 3 E) 

. ( _ . _ 0,866 rar 3 E M + 0,500 (r 3 —r a ) REX sin y-0,866 (r.+r 3 ) RE Xcosy 
gm ?,; ~-0,500r 2 r 3 E^ + 0,866(r,-r 3 )REXsiny-0,500(r,+r 3 )REXcosy 

Si Ton fait R' = o ce qui revient à relier à la terre les centres des 
étoiles sans qu'il y ait de résistance de contact, on a, À = o 
(page 199). 

X sin y = o 

X cos y = o 

tg (n - *) = tg (* - *J =- ô$5 = - W» 

ya — *3=y3— ?•= -j- 

Nous aurons alors les décalages théoriques. 
Le double des carrés des f. e. m. efficaces à l'origine des circuits 
d'utilisation seront : 

Xî = a*r t E' = 7 — ^-ôTtE» 



o+?j 



XÏ = b'riE'= -, — ^E* 



Xî= V tî E* = -. — Irt-, E» 






Comme en pratique R est très petit vis à vis de r fl r t et r„ les 
f. e. m. efficaces seront à peu de chose près égales. 

Comme on ne peut obtenir un circuit sans résistance, en pratique, 
on pourra chercher la valeur pratique de R', en connaissant les va- 
leurs maxima et minima de r„ r t et r„ de manière que les décalages 
diffèrent de ceux théoriques d'un angle donné. 

Des équations donnant tg (y, — ?1 ), tg fo — ft ) et X, X t . X, 8 on 
pourra tirer X sin y et X cos <p et déterminer R\ 

Si le travail est le même, dans les trois circuits, on a : 

r« = r t = r z =r 
1 



a = b= c- 



li + r 
Nous aurons alors : 

b r % — c r 3 = o X sin 9 = o 

2 ar i —b r, — c r 3 = o X cos f = o 

X = o 

Il ne passera aucun courant dans le fil de retour, qui sera alors 
inutile. 
Nous aurons en outre : 

Si le fil de retour n'existe pas, il faudra faire dans nos formules 
R' = oo, si nous admettons qu'un des circuits de travail n'est pas 
utilisé, c'est-à-dire que sa résistance est infinie, (dans ce cas au- 
cun moteur ne travaille) et que les résistances des deux autres 
soient égales, nous aurons : 
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1 . 1 

K + r 3 R -f r 



A -~2ÏÛ 
Xsin ? = —0,866 g^ a r = - 0,866g^ E = - 0,488 ^ E 

X cos 9 = - 0.600 ^^ ar~- 0,500 2l E: =- () ' 25 i E 

tg? = 1,732 ? ==^ 

(car le sinus et le cosinus sont négatifs). 

tcT _ R Xsin 9 _ 0,433 rE 0,438 

** r^E-t-RXcos?"- rE-0,25rE~ 0,75 ~ U,0 ' e 

tc T __ RX sin ? + 0,866 rE — 0,433rE+ 0,866 rE _ 0,433_ 
S * 2 RX cos ? - 0,500r E ~~" — 0,25rE - 0,500rE ~~ 0,75 ~~ U,(>7 * 

6* 

R X sin 9 aoa«t? 

, RXsiny-0 t 866r 3 E _ r 3 — <W*** 

g * 3 R X cos y-0,500 r 3 E ~ RXcosy _ 0500E 

et, puisque r 8 = o 



Les décalages seront donc 






5 * 5 * 



Ça _ ?1 = 1 — T = 



•y^^i^r 



n- 



2k 
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6 ~~ 



3js 
6 



Les décalages sont donc très différents des décalages théoriques ; 
Dans le cas où les charges sur les trois circuits varient dans de 
grandes proportions, on ne peut employer le système de montage en 
étoile avec trois fils seulement, on est obligé pour pouvoir employer 
des moteurs triphasés de placer un quatrième fil reliant les centres 
des deux étoiles. 

b. Montage des récepteurs en triangle (flg. 53). 

Désignons par V p V t et V 8 les tensions dans les circuits récepteurs; 
nous aurons, en appliquant les lemmes de Kirchhoff : 

e t — V, — R ï'î.2 + R *3.i = o 
e t — V t — R i 2 . 8 + R »,.• = o 
e z — V 3 — R t 3 . 4 + R ij.3 = 



V.=r.* f 



Vt=r 1 t t i a . 3 = ,;— 1 

V3 == r 3 *3 *8-l = h — * 



R 1 




Fig. 53 



ou 
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Les trois premières équations donnent : 

e x — V, — R i< '+ Ri, + Ri 3 — Ri f = o 

e % — Y x — 2 Ri, + Ri t + Rt 3 = o 
*,— V, — 2Rt,-f. R« 4 + Rt 3 =o 
«3— V 8 — 2Rt 3 + Rî«+ R i t = o 

En remplaçant, dans les deux premières de ces équations, i § 
par 



— =• i t par — " et t 3 par — - ou — — 

r* r t r* r 3 



Nous aurons 



e K - V, - — V f +R — • - R' L-+-L = 



''a 



<•> *- T .('+^+*)^- R rè4i=< 



V V V -l-V 



të) 



, + v.RJi-iJ-v.j, + L5 + 5i = , 



Posons 



t , 2R R 



^2 ^3 



V-t ^jj 
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Nous aurons : 
(*,) e t — a V 4 + c Y % = o 

be t + ce 9 -abV t + cdV l = o V« = ^±fj f 

d*« +ae t — V 2 (ab— cd) = o V 2 = ^4 l±5A 

a o — ca 

3 * ' crf- a ù 

ô + d==1 + 2R R R^R^ 2R R = 
't n* r< r 3 T f, ^r, y 

^-U. i-j_ 2R _l R _l R R^ , 2R , R -.. 

a+c=lH *=1H h — = A 

r, r 3 r 2 r 3 ^ ^ r« ^r a 

V 3- crf _ a $ 

Posons : 

V, = X, 8 in(^+ ?4 )=— ^_ | ôsin U + c sin(fc +^) j 

V, = X, sin(fc +?.)= - a YZTïd | rfsinfe + asin (*' +^) I 
V 3 = X 3 sin(*f + ? 3 )= ^-=TSi | 9*™ ht + Asiû (*< +7) j 

En faisant successivement, dans ces équations, A* = 0, et M = •£, 
nous aurons, pour la première : 

X 4 sin y, = A c sin -g- = A 0,866 c 



X, cos?, = a(* + c cos Ç) =A (b -0,500c) 

0,866 c 
tg * ~ b - 0,500 c 

Xî= A* | 0,75 c* + b* + 0,25 c' - £c j = A» | b* + c* - *c j 
pour la deuxième : 

' -:- _ a « a ; n . 

3 



X a sin <p, == A a sin -^ = A 0,866 a 



X, cos <p, = A | d + a cos ^ j = A j d - 0,500 a } 

_ 0,866 a 
tg *■ — d — 0,500a 

X5=A f j a****' — ad\ 
pour la troisième, nous aurons : 

X 3 sin (H + n + ?3 ) = A j $r sin fa + A sin (fa + -jjj 

2 rc 
X 3 sin (* + ? 3 ) = A h sin -^ = A °> 866 ^ 

X 3 cos(*+ ?3 ) =A j * + ft cob ^ | = A J* - 0.500 h { 

tg (* + fi) - 0_ O ,5OOA 
XS^A^+fc 1 — **| 
Comme vérification, faisons : r f = r f = r 3 ; nous aurons : 
a=6== _^ = 3Rfr 

c = a* = o 
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A — E _ Er 1 

A — / r -i- 3 RV " (r + 8 R) 1 

♦g 9, = ©, = o 



ya _ E 3 r* (r + 8R)' _ E'r' 
^~~(r + 3K)* r« ""(r + SJl)» 



♦„. _ 0,866 _ „- 27: 



X9== E'H (r + 3 R)' __ EV 



(r + 8R) 4 r 1 '(r + SR) 1 



i:+ t3 =60* = | 






Y»- E'H , ,.,_ E'r* (r + 3R)« _ E'r' 

A8 ~(r + SÉy ^ +i7 "^"(r + 8^ — H ~(r +8R)^ 



Les valeurs efficaces des tensions aux bornes sont toutes égales, et 

les décalages sont de r. 

Cherchons les décalages dans le cas général ; c'est-à-dire, ? t — ? l% 
et <h — ? t , nous aurons : 

0,866 a 0,866 c 

( _ n_ tgy, — tff<ç % _ d — 0,500a 6—0.500c 
g (?a W ""1+ tg ?t tg y, - 0,75 g c 

"t" (rf-0,500a)(*-0,600c) 

, __ . 0,866 (a6 — crf) 

tg l * * i} —bd — 0,500*6 - 0,500 cd + ac 

TRAITtf D'ÉLECTRICITÉ ]6 
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Nous avons également comme tg (* + ?,) = tg ?, : 

0,866,9 0,866 a 

, , x g—0£00h d— 0,600a 

* ( * 3 - *> = , 0,75 ag 

1 "*" (a - 0,500/0 (d— 0,500a) 



, _ . _ 0,866 gd — 1,80 ag + 0.438 
tg t?3 w— ffdm _ QM0 h(j + ^ 5 a ^ + Q; 



a& 
25 ah 



Si, comme il arrive toujours dans la pratique, R est très petit par 
rappport à r r 2 etr„ on a àpeu près a = ô = 0=A=letc = d=0, 
d'où : 

to^^^ — SS — »•» 



?.-?,= 120° 


= 


2* 
3 


- 1,80 + 0,433 




0,866 


1 — 0,500 




0,500 


(?3 — ?). = 


2s 
3 





tg fe ' ?.) = — ,' n^> = -7rZm =■ — 1 ' 732 



11 est facile de voir également, que les tensions efficaces aux bornes 
varient très peu, dans ces conditions : 

Exemple.-^ SoitR = 10ohms,etleminimumder,, r,ou r„ 250ohms; 
nous aurons, si nous coupons un des circuits, les charges des deux 
autres étant maxima , en faisant par exemple r 3 = oo et r t = i\ 
= 250 ohms. 

, . 2 R . R , , 20 . Aû 

« = i + — +- «=1 + 55=1,08 

^ = 1+— +5=1,08 

'~*- 1 +fi+»- 1 - u 



yT.T» * "» 1 Ml .' ^ ft; t MW "■ ■ * ■ ». " y 7 i f fw t ^ w ■ ^i — "jvy 



tg(?a-? l )=: 
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0,866 (ïffî - ÔMr) 1,0087)68 



1,08X0,04— 0,600X 1,08 2 — 0,500X0,04^+1,08X0,04 0,4976 

ç, -. <p, = 116* 15' 80" 

au lieu de t80°, soit une différence de 3° 4V 30". 

. _ . __ 866XU2X0,Q4-1,80X1,08X1.12+0,433X 1,08 X 1,12 
mn ^-1,12X0,04-0,500X1,12X0,04+0,25X1,08X1,12^0,26X1,08x1,12 

. , . 1,0087168 

tg (*-?,) = --ô^27F 

73-^= 121° 52' 20" 

au lieu de 120°, soit une différence de 1* 52' 20" 

Le décalage entre le premier et le troisième courant est de 
121° 52' W, présentant une différence de 1° 52* 10" avec le décalage 
théorique. 

Nous aurons en outre : 

E E 

A =- 



"cri— cd~" 1,1648 

Xî = (TSîs/t 1 ^ 2 + *&* - 1,08 4- 0,04} = x; 

Xa - (1,1648)» î 1 ' 12 + 1>12 l ' U I - (1,1648;» * 
Les carrés des tensions efficaces aux bornes des circuits seront 

Xî Xî_ 0,5624 p . 
2 ~~ 2 "" (1,1648)» * 

Xî__l (1,12)' pt 
2 ~~ 2 (1,1648)" 

Les tensions efficaces seront : 
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^ = ^==0,64 E 
v/2 v^2 

^ = 0,68E 

On Yoit donc que le système de montage des récepteurs en trian- 
gle, se prête beaucoup mieux au cas des charges différentes, que le 
système de montage en étoile, sans fil de retour. 

§ 3. — DES TRANSFORMATEURS POUR COURANTS POLYPHASÉS. 

La théorie des transformateurs pour courants polyphasés est la 
même que celle des transformateurs ordinaires, que nous ayons étu- 
diés dans le chapitre relatif à l'induction mutuelle. 

Les flux magnétiques (en admettant une perméabilité magnétique 
constante) sont représentés par des fonctions sinusoïdales décalées 
comme les courants. Si Ton veut, pour un transformateur de n cou- 

rants de la première catégorie (décalés de — d'un courant à l'autre) 

constituer des circuits fermes, on pourra par exemple employer n+1 
noyaux reliés magnétiquement haut et bas ; les n circuits primaires 
seront enroulés, ainsi que les secondaires, sur n de ces noyaux, et le 
n+ 1 servira simplement de retour au flux sans porter d'enroulement. 

Pour les courants de la deuxième catégorie, il suffira dans le 
cas de charges égales, d'avoir n noyaux, car la somme des flux sera 
à chaque instant nulle, et on pourra, soit relier magnétiquement 
haut et bas tous ces noyaux, à un point central et avoir ainsi un 
montage analogue au montage des lignes , en étoile soit les réunir 
magnétiquement deux à deux, de manière à former, haut et bas, une 
couronne continue ; ce dernier montage sera analogue au montage 
des lignes en polygone, et, pour les mêmes raisons que dans le cas 
des lignes, il sera plus avantageux dans le cas où les charges se- 
raient variables dans les divers circuits. Ce dernier montage pourra 
être effectué d'une manière simple en plaçant en haut et en bas 
deux culasses, reliant tous les noyaux. 

Il sera cependant plus avantageux, dans le cas de charges inégales, 
de relier les deux culasses par un noyau central, ne portant aucun 
enroulement. 
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§ 4. — TRANSFORMATION DES COURANTS ALTERNATIFS EN COURANTS 
CONTINUS ET DES COURANTS CONTINUS EN COURANTS ALTERNATIFS. 

En plaçant sur un même arbre l'induit d'un moteur à courant alter- 
natif et celui d'une dynamo à courant continu, on obtiendra évidem- 
ment le transformateur demandé, mais l'appareil est compliqué, et 
le rendement peu élevé ('). 

La transformation, en employant des courants polyphasés, est 
plus simple ; on peut par exemple envoyer des courants alternatifs 

polyphasés de la deuxième catégorie (décalage de — ) dans l'induit 

d'une dynamo à courant continu par des points situés à — les uns 

des autres et obtenir ainsi un champ magnétique tournant; en fixant, 
au moyen d'un champ constant, la direction du champ dans l'espace, 
l'induit se met à tourner à raison de un tour par période (ainsi que 
nous le verrons dans l'étude des moteurs). On pourra sur l'arbre de 
cet induit, et dans le même champ constant, fixer un induit de dy- 
namo ordinaire, et obtenir un courant continu. 

On peut fixer les deux enroulements sur le même induit, ou mieux, 
comme l'a fait M. von Dolivo Dobrowolski, n'employer qu'un seul en- 
roulement, relié d'un côté aux bagues recevant les courants poly- 
phasés, et de l'autre à un commutateur de dynamo ordinaire à cou- 
rant continu. 

Une machine de ce genre peut servir évidemment : 

1° de transformateur de courants polyphasés en courant con- 
tinu; 

2° de transformateur de courant continu en courants polyphasés ; 

3° de générateur de courants polyphasés ; 

4° de générateur de courant continu; 

5° de moteur à courants polyphasés ; 

6° de moteur à courant continu. 

On peut aussi engendrer, dans un anneau fixe, par exemple, un 

(1) Nous étudierons dans la partie pratique, un système de transformation des courants 
continus en courants alternatifs, simples ou polyphasés, dû à M. F. Lucas. Voir L'Électricien 
du 8 Juillet 1893. 
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champ magnétique tournant au moyen de courants polyphasés, 
et placer à l'intérieur, un induit de dynamo à courant continu, en fai- 
sant déplacer les balais de manière à ce qu'ils suivent le champ tour- 
nant (en les disposant sur un moteur synchrone à courants poly- 
phasés); on obtiendra un courant continu; on sera évidemment dans 
le cas d'une dynamo à courant continu, dont l'induit serait fixe, et 
dont le champ et les balais tourneraient. 

MM. Hutin et Leblanc, en se basant sur le principe suivant, ont 
imaginé divers dispositifs pour la transformation du courant alterna- 
tif en courant continu et vice versa. 

Si, (comme le dit M. Guilbert, dans un très intéressant article (*) 
sur les procédés Hulin et Leblanc, pour la transformation des cou- 
rants alternatifs en courants continus), Ton considère un transforma- 
teur ordinaire à courant alternatif , avec ses deux circuits enroulés 
sur un même noyau, on ne changera rien aux inductions mutuelles 
ni à la transformation d'énergie d'un circuit à l'autre, si, lançant 
dans le primaire un courant alternatif, on fait en sorte que l'intensité 
dans le secondaire reste constante en faisant varier le nombre de 
spires suivant la loi du sinus. ^ 

Le travail d'un courant continu est constant, tandis que celui d'un 
courant alternatif est variable, il faudra donc, si l'on emploie un cou- 
rant monophasé, pour obtenir un courant continu, emmagasiner du 
travail à un moment donné, et le restituer ensuite, soit en employant 
un condensateur ou une bobine d'induction. En employant des cou- 
rants polyphasés, on n'a pas le même inconvénient, car le travail ins- 
tantané a une valeur constante (page 137). 

C'est ce qui a amené MM. Hutin et Leblanc à employer dans leur 
dernière méthode de transformation, des courants polyphasés, l'appa- 
reil actuellement en expériences dans l'usine de la Société pour la 
transmission de la force par l'électricité à Saint-Ouen, que l'on a 
nommé le panchahuteur et qui semble devoir entrer tout à fait dans la 
pratique. 11 permet de transformer un courant continu en courants 
polyphasés et vice-versa, avec des rendements très élevés. Nous l'é- 
tudierons en détail dans la 2 e partie de ces études. 

L'appareil est constitué de la manière suivante : 

(1) La Lumière électrique, Tome XLVII. — N» 2 du 14 Janvier 1893. 
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Sur les n circuits magnétiques d'un transformateur à courants po- 
lyphasés, on enroule un même nombre de spires, des n circuits par- 
courus par les courants polyphasés. On constitue p circuits secon- 
daires, au moyen de bobines enroulées sur chacun des circuits 
magnétiques du transformateur, chacune de ces bobines ayant un 
nombre de spires déterminé, ainsi que nous le verrons plus loin. 
Un commutateur se déplace avec une vitesse uniforme et relie 
successivement chacun des p circuits au circuit dans lequel on 
veut recueillir le courant continu ; de sorte que si T est la durée 
d'une phase complète des courants, chacun des p circuits sont 

T 
mis en relation pendant le temps — , avec le circuit d'utilisation. 

On obtient ce résultat au moyen d'un moteur à courants polyphasés 
synchrone, portant des balais qui viennent relier successivement des 
touches placées aux extrémités des p circuits au circuit dans lequel 
on veut recueillir le courant continu. 

Courante polyphasés de lu l n catégorie. 

Le nombre de spires de chacun des p circuits, enroulées sur cha- 
cune des n bobines, est donné dans le tableau A (page 316). 

Au moment où le premier des p circuits est mis en communication 
avec le circuit dans lequel on veut recueillir le courant continu, les 
intensités des courants circulant dans les bobines primaires des cir- 
cuits magnétiques, seront, en supposant qu'alors t = o : 

i 1 =l8in(tt+i3) = l8in/3 i,=I sm(fo+j3 + *~ k) = I sin(/3+i^i n \ 

in=Isin (kt + p +^ rc) =8in (p +^ a) 

Quand le m iem * circuit sera relié au circuit dans lequel on recueille 
le courant continu, on aura : 

, _ fa» — 1) T 
__2* (m— l)T _ 2Qn — 1)* 

#*m — "m" "■ — ~" 

l p p 

et les intensités des courants seront : 
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j . ( A , 2 (m— 1 ) r.\ . T . /. . 2 (ro-1) , J-l \ 

T . f a , 2(m—l) . n - 1 \ 
i„„=I sin (j3 + -^ r. + — — isj 



Quand le pf™ circuit sera relié on aura 



*, = ^T 



2= j)-I g,_ 2(p-l) _ 

et les intensités des courants seront : 

t • /V. 2 ( p — 1) , n— 1 \ 

Puisque le nombre de spires parcourues par les courants polypha- 
sés, placées sur chaque circuit est constant, les flux magnétiques se- 
ront à chaque instant, proportionnels aux intensités des courants et 
on aura dans les circuits magnétiques au moment où le m Umê des p 
circuits sera relié au circuit d'utilisation, 

*„,= B I 8in( P+ 2 -^ r.) * M/ = BI sin^^^n) 

La dérivée du aux, par rapport au temps, prise en signe contraire, 
sera pour chaque circuit magnétique : 



<**» 



dt 



i=-i fe BIeo â (^ + 2 J=Lzl),) 



a *»i , nr ( a . 2 (m — 1) , l — l \ 
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rf*m M 



Le coefficient d'induction mutuelle étant proportionnel au nombre 
de spires enroulées sur chaque circuit magnétique, les f. e. m. dé- 
veloppées dans les divers enroulements du mieme des p circuits, se- 
ront : 

i ADnr . / , 2(ro-l) \ / fi , 2 (m — 1) \ 
* OT< = — h ABC I sraf « H r. Jcos( |3 -| ^ ' x J 



, ADm . / . 2fm— 1) . J-l \ A,, 2(m-l) , l — 1 \ 
<?m, = — *ABCI sm [*-\ — — * r.+ —xj C03 (J3-H *+ — £~ *J 



1) . n-1 \ /«, 2fm— 1) n-1 \ 



„ m/> = - k ABCI sin («-f ^2— 

Le produit k A B C I, est constant, nous pouvons le désigner 
parD. 
Comme : 

— sin a cos b = % sin (b — a) -*- 5 sin (a + à) 

nous aurons 

<?m=«m 1 +. . .+<?m, +. . .+em n =-g- |sin(^— «)— sin(a+ /3+ (w ^~ «J-f . . . 

1 • /o ^ • f j « ,±0»-l) , 2(*-l) \ . 
... +sin(p — a)— sinf « + /3 + v ^ 7 *+ ^ ' * j -f... 

_i_ • /* >> • f _l* 1 *(* — 1) , 2(n— 1) \| 
+ 8in(j3 — «)— sin^a+|3H — ^+ -^j - 7 *Jj 

Comme la somme des cosinus de n angles, formant une progres- 

2tt 

sion arithmétique dont la raison est — est nulle (page 91), on aura 

P 

finalement: 
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««= y sin (p— «) 

On aura évidemment Je même résultat à chaque instant, et la f. e« m. 
agissant dans le circuit extérieur, sera à très peu de chose près cons- 
tante, donc on recueillera un courant continu. 

Comme on est maître de relier le circuit extérieur, à un moment 
donné à n'importe lequel des p circuits, on est maître de la valeur 
de /3, en faisant p = a, on ne recueillera aucun courant. 

Le maximum en valeur absolue, aura lieu pour p = o, c'est-à-dire 
quand le commutateur est disposé de telle sorte, que quand il re- 
lie le premier des p circuits, au circuit extérieur, l'intensité dans 
le primaire de la première bobine est nulle. 

Courants polyphasés de la 2 e catégorie. 

Le nombre de spires de chacun des p circuits, enroulés sur cha- 
cune des n bobines est donné dans le tableau B (page 216). 

La démonstration pourra se faire, exactement comme dans le cas 
précédent on aura : 

em t = — & ABOI sin f « -f — ' %\ cos f /3— | * r. J 



Et comme la somme des cosinus de n angles, formant une pro- 
gression arithmétique dont la raison est — , est nulle (page 22), on 



aura encore : 



e m = em t +• • •+ t/nt . . .+ e„ n = -y- sin (P — a) 



-7-i ■,. ! «pi^ljQJ^JLJP 
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Les appareils des deux catégories sont réversibles, c'est-à-dire 
que si l'on dispose d'un courant continu, et qu'on le melte 

T 

successivement en relation pendant un espace de temps —, 

avec chacun des p circuits, on obtiendra n courants décalés, soit de 

— soit de — , suivant que l'appareil sera disposé pour la première 

catégorie ou la deuxième des courants polyphasés, en effet : 

Supposons que le m iàme circuit de l'appareil de la première caté- 

mT 
gorie soit parcouru par le courant continu d'intensité I, a l'instant — 

le flux de force dans chaque circuit magnétique sera : 



* t>at • / i 2(ro — 1) , Z— 1 \ 
* m| = BAI sin ( a + -J— ' n+ — n ) 



& haï • f , 2 (m — l) . n-1 \ 
*„,„= BAI sin (* + - n + —^ t. j 

Quand le commutateur reliera le circuit suivant et qu'il cessera 
brusquement de relier le circuit m, le flux de force cessera brusque- 
ment et la f. e. m. engendrée dans chacun des circuits sera propor- 
tionnelle aux valeurs de $. 

On obtiendra donc des courants décalés de —, d'un circuit à l'autre. 

n 

Comme les spires actives dans un même circuit magnétique varient 
sensiblement suivant la loi sinusoïdale (car on passe d'un circuit à 

l'autre en ajoutant à l'angle correspondant — J on obtiendra dans 

chacun des circuits extérieurs un courant sensiblement sinusoïdal, et 

ces courants seront décalés à chaque instant de — d'un de ces circuits 

n 

à l'autre. 



«sjfvPr»! ■ ■ i **m*- 
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On obtiendra le même résultat avec un appareil de la deuxième 
catégorie, mais les courants seront décalés de — d'un circuit exté- 



rieur à l'autre. { 

La durée de la période des courants alternatifs sera égale au 1 

temps que met le commutateur à relier tous les circuits, c'est-à-dire 1 

à la durée d'un tour si le commutateur est circulaire, ainsi qu'il est j 

constitué dans la pratique. \ 

Pratiquement, on peut donner à p des valeurs assez petites, sans : l 

avoir à craindre que le courant continu obtenu ait des variations trop j 

fortes ou que les courants polyphasés obtenus diffèrent trop sensi* | 

blement, de courants sinusoïdaux, car la s. i. des circuits atténue 1 

considérablement les variations brusques. îj 



CHAPITRE V 

Théorie des moteurs à courant alternatif 

§ 1 er — CLASSEMENT DES MOTEURS 

Dans une conférence qu'il a faite à la Société française de physique 
le 17 juillet 1891, M. Hospitalier a classé les moteurs à courant 
alternatif de la manière suivante : 

1° Moteurs à champ constant ou à champ de direction constante ; 

2° Moteurs à champ alternatif ; 

3° Moteurs à champ tournant. 

C'est le mode de classement que nous adopterons. 

Les moteurs de la première catégorie peuvent se subdiviser en : 

a) moteurs à champ constant dû à des aimants permanents ; 

b) moteurs à champ constant dû à des électro-aimants ; 

c) moteurs à champ de direction constante, obtenu en redressant 
un courant alternatif ; 

Le courant parcourant l'induit étant alternatif. 

Ceux de la deuxième catégorie, dans lesquels les inducteurs sont 
parcourus par un courant alternatif, peuvent se classer, suivant 
le courant circulant dans l'induit, en : 

a) moteurs en série. Les inducteurs et l'induit étant en série sur 
un même circuit parcouru par un courant alternatif; 

b) moteurs shunt. Les inducteurs et l'induit étant en dérivation 
sur un même circuit ; 

c) moteurs à courant redressé. L'induit étant parcouru par un 
courant redressé ; 

d) moteurs à courant continu. L'induit étant parcouru par un 
courant continu. 

e) moteurs à induit constitué par des circuits fermés. 

Les moteurs à champ tournant, peuvent se classer suivant le 
genre de courants donnant naissance au champ tournant. Comme 
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nous avons déjà étudié la génération des champs tournants, nous 
classerons ces moteurs en : 

a) moteurs synchrones ; 

b) moteurs asynchrones ou à induit constitué par des circuits 
fermés. 

Nous supposerons que les inducteurs sont fixes et que l'induit peut 
tourner, il sera facile d'en déduire les formules à appliquer pour le 
cas où l'inducteur est mobile et l'induit fixe. 

g 2. — MOTEURS A CHAMP DE DIRECTION CONSTANTE. 

Que le champ soit dû à des aimants permanents ou à des électro- 
aimants, la théorie est la même. 
Soit $ l'intensité constante du champ magnétique, et : 

i = I sin ht 

l'intensité du courant parcourant l'induit supposé formé d'une spire 
pouvant tourner autour d'un axe perpendiculaire à la direction du 
champ. 

Dans l'étude des moteurs, nous admettrons que quelque soit le 
couple moteur qui agit, même quand la valeur de celui-ci n'est pas 
constante, une fois le régime permanent établi, la vitesse angulaire 
de l'induit est uniforme et nous représenterons cette vitesse par k\ 
Une spire de l'induit fait donc avec la direction du champ, à l'instante, 
l'angle Vt + *, a étant une constante qui est l'angle que fait la 
spire avec la direction du champ à l'origine du temps. 

Si S est la surface de la spire, le flux qui la traversera à l'instant t 
sera : 

*! = * S sin (Wt + a) 

Le couple étant égal au produit de l'intensité du courant par le 
flux extérieur traversant la spire, sera : 

C = 4>| i = *o S I sia ht sin (*'* + a) 

Comme : 
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sin a sin b =^ J cos (a — b) — cos (a -f b) i 

C=* ^ijcos [(*-*')'-«] -cos [(*.+ *')* + <*] j 

La valeur moyenne du couple pour un cycle complet, sera toujours 
nulle, car : 



/ 



'2n 
cos ht = o, 



à moins que k = k f ; dans ce cas, on aura : 

O m o r =5* SI cos a 

On a donc affaire à un moteur synchrone, dont la vitesse angulaire 
est la même que celle du courant alternatif. 

Comme le couple est nul tant que k 9 est différent de k, le moteur 
ne peut démarrer seul, c'est-à-dire qu'il faut le lancer. Pour a = o le 
couple est maximum et sa valeur est : 



vmax — 



*oSI 

2 



La force contre-électromotrice dans l'induit est à chaque instant : 



dt 



i = — V * S cos (Kt + a) = — k * S cos (ht + «) 



c'est-à-dire de même période que le courant, il suffira donc de déve- 
lopper aux extrémités de l'induit une f. e. m. e a = E a sin (kt + 6). 

Dans le cas où Vinducteur est parcouru par un courant re- 
dressé si l'on ne tient pas compte de la s. i., qui a pour effet de di- 
minuer les ondulations du courant redressé, l'intensité du champ 
magnétique, pourra être représentée à chaque instant par la relation : 

$ = 4>«, Vsin 4 kt 
Le flux de force traversant la spire sera à l'instant t : 
*, = * S sin (ff* + 6) = <ï> S ^suFfo sin (Vt + «) 
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L'intensité du courant circulant dans la spire pouvant être repré- 
sentée par : 

i = I sin (kt — <p) 
La valeur instantanée du couple moteur sera : 

C=* l t=--^I S v^sin 1 ht sin {k't + a) sin (fc — f) 
C = î^ v^în 7 ^ ( cos [(* — k') t - ? — a] - cos [(* + #) *—? + «] j 

Pour trouver la valeur moyenne du couple, il faut intégrer entre 
deux valeurs de t, Tune t = o, et l'autre t à rendant M i9 (k — A') t t et 
(A + *') /„ multiples de 2 «. 

Si l'on considère deux valeurs de t, Tune t % et l'autre f, — t %y il est 

facile de voir que les deux valeurs de y sin" kt seront égales et de 
même signe, tandis que les valeurs des termes entre parenthèses 
seront égales en valeur absolue et de signes contraires, de sorte que 
la valeur moyenne du couple sera nulle, à moias d'avoir k = A' et 
dans ce cas on aura : 

C= îsM v/SH^T* cos (* + a) 

La valeur moyenne de \/ sin % kl est égale à la valeur moyenne 

2 
de sin kt prise entre o et *, c'est-à-dire— (page 19). 

On aura donc : 

Omoy = — — - COS (? + a) 



n 



Le moteur sera donc, comme ceux examinés précédemment, un 
moteur synchrone dont la vitesse angulaire sera la même que celle 
du courant alternatif, et il ne pourra démarrer seul. 

La valeur moyenne du couple sera maximum pour y -f" a = o et 
on aura alors : 

yjmax — ~ — 

TRAITÉ D'ÉLECTKICITB 17 
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g 3. — MOTEURS DE LA DEUXIEME CATEGORIE OU MOTEUR 8 
A CHAMP ALTERNATIF, 

a. Moteur en série. Le courant circulant dans les inducteurs et 
celui circulant dans l'induit ne sont pas décalés l'un par rapport à 
l'autre. 

L'intensité du champ pourra être représentée par 

<1> = 4>o sin ht 
et l'intensité du courant dans la spire, par : 

i = I sin kt 
Le flux embrassé par la spire à l'instant t sera : 

*, = * S sin (Jet + a) = *oS sin H sin (F* + «) 
Comme : 

sin a sin b = $ \ cos (a — b) — cos (a + b) i 



on aura : 



*, =-^- j cos [(* - V) t - a] - cos [(* + V) t + a] J 



Le couple moteur sera 



C = *| i = î^sin M cos [(*—#) « - a] — cos [(t + tf) t + «] j 
Comme : 

sin a cos 6 = g j sin (a — £) + sin (a + 6) j 



on aura 

♦oSIt 



C = -^ j sin (« + a) +sin [(2 t — F) t — «]— sin ( — *'*— «) j 
sin [(2* + *') t + «] | 



I" 1 .^■P^T*^^ 1 ■ ■■ m^^^ jiiiR^mjp., «v ii "JPJM fl|l. 
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Pour avoir la valeur moyenne du couple, il faut intégrer de t = o 
à une valeur t t de t rendant Wt (2 A — A') i t et (2 A + A*) * t multiples 
de 2 7t. 

Comme la valeur moyenne d'un sinus prise entre o et 2 * est nulle, 
la valeur moyenne du couple est toujours nulle, à moins que Ton ait 
A' = 2 A, dans ce cas la valeur moyenne du couple est en valeur 
absolue : 

Cmoy = — j — sin a 

Le moteur est donc synchrone, sa vitesse angulaire est double de 
celle du courant alternatif et il ne peut démarrer seul. 

La valeur moyenne du couple est maximum pour a = ~ , et on a : 

b. Moteur shunt. 

Les courants circulant dans les inducteurs et dans les spires de 
l'induit sont décalés l'un par rapport à l'autre, si : 

représente l'intensité du champ magnétique et : 

t = I sin ht 

l'intensité du courant circulant dans la spire de l'induit ; le flux de 
force traversant la spire sera : 

*i = *o S gin (Jet — y) sin {Ut + «) 
*< = TÎ COfl C( * ~~ K) ' -f - •] - om [(*+ V) t-f + a} j 
La valeur instantanée du couple sera : 

C = *<* = ^y^ | sin kt cos [(A — A') * - <p — a] — sin ht 



oos [(* + *•) *—*+■] j 
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C = ?2~? [*m(k't + ? + a) + 8in[(2&-#) *— 9-a] — sin(— #* + 9— «) 

— sin[(2fc + A0'--1> — «]j 

Comme pour le moteur en série, la valeur moyenne du couple 
sera constamment nulle, tant que Ton n'aura pas : 

V = 2 k 
Dans ce cas. on aura : 

n * I S . , , * 

Cmoy = — j — sm (9 + a) 

La valeur moyenne du couple sera maximum pour 9 -f- <x= s- 

On aura donc un moteur synchrone ne pouvant démarrer seul dont 
la vitesse angulaire est double de celle du courant alternatif. 

c. Moteur à courant redressé. 

La valeur instantanée du champ étant : 

$ = $ sin (Jet — 9) 
Celle de l'intensité du courant pourra être représentée par : 

1 = I y'sin" kt 
Le flux instantané traversant la spire sera : 

*! = * S sin (L't + «) = *oS sin (kt — 9) sin (Jdt + «) 
La valeur instantanée du couple sera : 

C/ = *o S I yfS^Tk sin (kt — 9) sin (Ut + a) 

On trouve exactement la même valeur que dans le cas du moteur 
à champ de direction constante (page 225). 
La valeur moyenne du couple sera : 

Vmcy =— — COS(9+«) 
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Le moteur sera synchrone et sa vitesse angulaire sera la même 
que celle du courant alternatif, il ne pourra démarrer seul. 

d. Moteur à courant continu. 
L'intensité du champ magnétique étant : 

* = *<, sin ht 

Le flux de force traversant la spire sera : 

* f = * S sin (Vt + a) = * S sin U sin (Vt + a) 

*! = ^ 1 COS [(k — tf) t — a] - COS [(* + *') t + a] } 

L'intensité du courant qui circule dans la spire, étant I, la valeur 
instantanée du couple sera : 

C = ^j^ jcos [.* — F)*— a)] — COS [(* + #)* + a] J 

La valeur moyenne du couple sera nulle tant que K sera diffé- 
rent de k. 

Le moteur est donc synchrone et sa vitesse angulaire est la même 
que celle du courant alternatif, il ne peut démarrer seul. 

Quand le régime permanent est établi la valeur moyenne du cou- 
ple est : 

^>moy= — 5 COS « 

La valeur moyenne maximum est : 

r _*IS 

Nota : Dans tous les moteurs dont nous venons d'étudier som- 
mairement le fonctionnement, car nous n'avons pas tenu compte de 
la réaction d'armature etc., l'induit, au lieu d'être formé d'une seule 
spire, pourrait être formé de m spires faisant entre elles des angles 

égaux a- . 
m 

Les moteurs auraient encore les mêmes propriétés, il suffirait de 

remplacer dans les relations donnant la valeur moyenne du couple, 



cos «, par cos a + cos f « + ~ ; ~H ~h cos ( a + ^— - * j 

cos (?+«), par cos (f+a) +cos U + « + - j+ + cos f ?+*+ 5!Z- n J 

sina, parsin a + sin fa -f- — Yf + siu (* + "* ~~ * J 

sin (7 + a), parsin (? + «) + sin(? + a +^)+ +sin( ? +a-|- ^ k) 

e. Moteur à induit constitué par des circuits fermés. 

L'intensité du champ pourra être représentée à chaque instant par : 

* = * sin ht 

Supposons l'induit formé de m cadres disposés symétriquement 
autour d'un axe commun, perpendiculaire à la direction du champ et 

faisant par conséquent entre eux des angles -. 

• m 

Si le premier cadre fait à l'instant donné l'angle Kt + <x, avec la 

direction du champ, le deuxième fera l'angle Vt + a + — , le n u " 

n — 1 
l'angle k't + <l-\ * etc. 

Le flux de force traversant le n ttB,# cadre à l'instant t sera, si S est 
sa surface totale : 

*„= *o S sin kt sin ht + a + (W "^ 1)1C ) 

et comme : 

sin a sin ô = s { cos (a — b) — cos (a + b) \ 

La f.e.m. développée dans le circuit sera : 
^-^«^[(^^■in{(*-ir)i-«-ît^*|-(*+y) 



r w-r w- « ■■ 



■ - 1 »* ■**• ■■■ * q» ' s . ■ n. v]^m h i ■ i i . i 1 1 % f^^f^mp 
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Dans chaque cadre, il circulera un courant» dont l'intensité sera 
à chaque instant égale à la différence des intensités de deux 
courants périodiques simples. Il est facile de voir que dans l'ensemble 
des cadres formant l'induit, il circulera deux systèmes de courants 
polyphasés de la l* catégorie; d'après ce que nous avons vu, (page 153) 
pour avoir l'intensité de chacun de ces courants, il faudra admettre 

que le coefficient de s. i. de ce cadre J,est multiplié par—, on aura : 

2 

T ro_Z 



Si r est la résistance du circuit, on aura, en posant: 

*g?. - r — 2r tg?.- y't 

in = y$ [(*- *') ces f- sin{(*- F) *- «- ÎLZL 1 *_. f| |_ {i + V) 

cos?, sin|(fc+ *') ' + «+ ï^-î * — 9,j] 
Le couple auquel est soumis le nième cadre est : 



cos J 4 + *')* + « + !Lzi » j J_ (A+^Jcos?, [sin | (*+#, t+*+ ^=i *-* 



comme : 



OOBJ(* + g)« + «+iL_l«|]j 



sin a cos 6 = - jsin (a + ô) -f- sin (« — ^} 
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C„= îâ§? j (k - V) cos ?1 [sin | 2 (A - Jd) t- 2« - ?ilZ±>»- f- ( 

+ sin ( — ?,) - sin (2 k t — ?< ) — sin j — 2 Vt — 2 a — 2 (n ^" lj *—?<(] 

— (&+*') cos?, [sin(2fc* — ? t ) + sin j 2 Vt + 2a + 2 (n ~ X) *-?, j 

-sin J2 (*+*') f + 2« + 2fn ^" 1) ^.- ?J-sin(-?,)]j 

Le couple total sera égal à la somme des couples partiels ; en re.- 
marquant que la somme des sinus de m angles qui forment une pro- 

gression arithmétique dont la raison est — est égale a zéro, on aura : 

= ™* oS * Uk — k 9 ) cos f t [— sin ? 4 — sin (2kt — ?,)] — (*+ V) cos ? t 
or L 

[sin (2 k t — ?,) — sin ( - y,)] J 
La valeur instantanée absolue du couple total est donc : 
C = m ^ S ' [(* — V) sin i , cos ?«+(* + F) sin ? â cos? â + (k — k') cos * 
sin (2 ft — ? J + (k + k 1 ) cos 9l sin (2 kt — ?,) J 

Le couple moteur varie donc périodiquement et la durée de sa 
période T = - , est moitié de celle du courant circulant dans l'indue- 

ri 

teur. 
Sa valeur moyenne est : 

Cmo r = — —7- \(k — k') sin ?, cos <?, + (* + k 1 ) sin ? 2 cos ?, j 

Car la valeur moyenne sin (a? — a) prise entre o et 2* est nulle. 
Nous avons en posant : 

L ml 

C ~~7~~2~r 
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tg f, c (k — le') 



sin 



c (A +• y) 
sin f, coa t. = j + c . (jfc + # } . 

(*— tfjsrof.cos?, +(*+*)sin<p, cos<?,= t + c . ^ _ yy + i_|_ c . (/fc-j-tf) 5 

n _ »*SB' „ l (* - *')» , (fc+fe')' ) 
u " ~ c 1 1H- c« (* — *')' "*" 1 + c* (t + *•)* ( 



C/« — 



m*i S a 



< >•' + L* (* f + *')' ^ r« + L* (k - *')* I 

Pour A' = o, c'est-à-dire au démarrage, la valeur moyenne du couple 
moteur sera : 

n __ m » a S* 2*« 



8 r 1+ h* c* 

On a donc affaire à un moteur asynchrone pouvant démarrer seul 
quand le couple résistant ne dépasse pas une certaine valeur C<*. 

Rendement. 

Le produit du carré de l'intensité du courant par la résistance, pour 
le nto*M circuit sera : 

r ii =S£ [ (k -k')* cos' f f *in« \(k - V) t + « -2-=^ * - ?. | 
* r L ' m ] 

+ (k + V)»co8« f.sin» J (*+**)< + « + ÎL=1 « _,, J 
— 2 (ife — k') (* + #) cos <r, cos ç, sin J (k— V) t — a— « — ?i * 



F*- - . 1 -, W » P 1 .U |H« Ulf ll I .^> '^" 
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Comme 



sin 4 a = ^ (1 — cos 2 ci) 
sin a sin £ = 5 cos (a — ô) — cos (a +ô) 

r ,i — *•§! [(A— *)» oos* ?« — (* — JO'cos* ?, cos J2 (* - ¥) 

-2 « - 2(n - 1 K -2f, j +(fc+ *')• COS' ?,-(* + *0'CO8»?, 

cos j 2(* + f) t + 2a + 2(n—1) s — 2 ?t I — 2(i — *') (fc + *') cos ? , cos ?, 

cos j — 2*7-2 a — 2(n ~ *> * - », + o, ( + 2 (fc— F) (* + F) 

cos •< cos f , cos > 2 to — ? , — «, j 



La somme des quantités telles que ri\ pour les m cadres, qui est 
le travail perdu dans les circuits, en remarquant que la somme des 
cosinus de m angles formant une progression arithmétique dont la 

2 TU 

raison est — est nulle (page 21), sera : 

S ri* = ^y ïm (k — Vf cos* f t + m (A + #)» cos* * + 2ro (* — V) (h+V) 

COS ?| cos ?a cos j 2 ht — ? 1 — <p t j I 

Le travail moyen perdu dana les cadres par suite de leur résistance 
sera donc : 



((Je — V)* cos f ?! + (* + Vy cos» ?,) 
Comme, 



T — ' 



1 
cos* « = 



l + <g f « 



. tp m p yn p w 
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on aura : 



Le travail moyen du couple, puisque sa vitesse angulaire moyenne 
est A', sera : 

vn — »*'*»B'g j (*-**)' » (k + vy { 

Le rendement en ne tenant compte que de la perte dans l'induit 
sera : 

fî ,_ *' G m m 8r C _ Vc 

A "yCm+Tp~ V *\ S a , m *i s a -y c 4- 1 
m_ 87- c + ~F7" 

/, h ml 

Comme c = - = -^— , on aura : 

R/ = - 2r _ Jd ml FL 



i ■ ym * ""2r + ifc , OT/""r4-ifL 
1-1 2T 

Le rendement augmenté avec k\ dont la valeur se déduit de celle 
du couple résistant, il est d'autant plus grand que / est plus grand 
et que r est plus petit. 

§ 4. — MOTEURS A CHAMP TOURNANT. 

Comme ce genre de moteurs tend de plus en plus à se répandre, 
nous étudierons plus en détail leur fonctionnement en tenant compte 
des réactions d'armature etc. 

a) Moteurs synchrones. 

Soit k la vitesse angulaire du champ tournant et $ son intensité. 

Supposons qu'un cadre pouvant tourner autour d'un axe se confon- 
dant avec celui du champ, soit parcouru par un courant continu d'in- 
tensité I. 

Ce cadre se mettra à tourner dans le champ avec une vitesse k 9 et 
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fera en un instant donné, un angle p avec la direction de ce dernier, 
et on aura : 

a étant une constante, exprimant l'angle que fait à l'origine du 
temps, la face négative du cadre avec le champ. 
Le flux de force traversant le cadre sera, si S est sa surface : 

*,= *oSsinj(*~ k')t + *\ 
L'énergie du cadre dans le champ, ou le couple moteur sera : 
C = **SIsinj(A — U)t — a{ 

La valeur moyenne du couple sera nulle, tant que Ton n'aura 
pas k = k\ 

11 faudra donc lancer l'induit qui ne pourra démarrer seul, quand 
il aura atteint la vitesse du champ, le couple sera constant et sa 
valeur sera : 

C = ** S I sin a 
Le couple sera maximum pour a = -, et on aura : 

M 

Qmax =*o SI 

Comme le cadre tourne dans l'espace avec la même vitesse que le 
champ, celui-ci sera immobile par rapport au cadre, de sorte qu'il 
riy aura aucun effet d'induction, si donc, on applique aux extré- 
mités de la spire une f. e. m. constante, 1 sera constant : 

Ce moteur est le seul qui soit absolument synchrone, car le couple 
est constant, tandis que dans les autres moteurs le couple varie, ce 
qui peut amener une légère variation de la vitesse. 

Rendement. 

Le travail du moteur, puisque sa vitesse angulaire est A, sera : 

T tt = kC=k *o S Isina 

Si l'on ne tient pas compte des pertes par hystérésis et par cou- 
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rants de Foucault, le travail moteur sera égal au travail utile augmenté 
des pertes de travail dues à réchauffement des cadres de l'inducteur 
et de celui de l'induit. 

Si Tinducteur comporte n cadres, de résistance R, et si l'intensité 
maximum des courants est I € , la perte par échauffement sera : 

nRIj 

La perte dans l'induit, si la résistance du circuit le constituant, 
est r, sera : 

r P 
Le rendement du moteur sera : 

* C h * S I sin a 



R* = 



h c +■ n ir + r p * *° s l sin a + ^^r^ + r v 



Réaction d'armature. — Le courant continu qui circule dans le 
cadre de l'induit, donne naissance à un champ magnétique constant 
dont l'intensité sera : 

*•=*■ I 

4>' étant l'intensité du champ quand le cadre est parcouru par un 
courant d'intensité égale à l'unité. 
La direction de ce champ esl perpendiculaire à la spire, il fait donc 

avec le champ tournant un angle a — - comme ce dernier fait avec 
le premier cadre de l'inducteur un angle kt y le champ dû à la réac- 
tion de l'armature fera donc un angle kt — -^ -+- a, avec le premier 
cadre de l'inducteur. 

1° Le champ inducteur est de la première catégorie* 

Les n cadres de l'inducteur font entre eux des angles égaux à - 

et les courants sont décalés de -. 

n 

Le champ dû à la réaction de l'armature, fait avec le p ièIM cadre 

un angle : 






Le flux de force traversant ce cadre et provenant de la réaction 
de l'armature sera si S' est la surface de ce cadre : 

*'oS'8in(À* + «-=^R-g + «) 

La f. e. m. d'induction ou la force contre-électromotrice due à 
l'armature sera : 

— h *\> S 1 cos Çkt + ^—-n — ï + a) «=— bW8 9 mn(kt +%~ * + «) 

Il est facile de voir que les forces contre-électromotrices seront 
décalées comme les courants qui circulent dans les cadres, c'est-à- 
dire qu'il suffira d'appliquer à ces cadres des f . e. m. extérieures de 

même valeur maximum, décalées de -7 , pour que les courants soient 



décalés de ' r '' 



fn v* 



i. 

Si: 

e a = E« sin (lu +£~« + fl^ 



est la f. e. m. appliquée au p ième cadre et si l t est le coefficient de 

*i 7 

l'un des cadres, en posant L f = — -« (page 153) on aura : 
Ù=I, m (**+£—*) 

E a flin (to +^jp «+ e) - * *'„ S' sin (kt + £-=^ * + a) 
-*L,I, cos(kt+ p -=-± r) - R I, sin (kt +^^ «) = o 

Equation qui permet de déterminer E„ , en y faisant succes- 

p — 1 
sivement ht -+• « = o et 



kt+Z=±* = l 

n 2 
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on aura : 

E a sin 6 = h *' S' sin « + kh t l t 
E ft cos 6 = * *'«, S' cos « + RI, 

En élevant ces relations au carré et en les ajoutant, on aura : 

E«- =*•*;, 8"+ (R 2 + *■ ht) Iï + tt *\> S' I, (Rcosa +k L f sin a) 
On peut mettre les relations sous une autre forme, on a : 

*•- 2 

. a __ nft t SL 
**S = — |— 

Or, 4> t S est le coefficient d'induction mutuelle d'un des cadres de 
l'inducteur et du cadre de l'induit, quand ils sont situés dans le même 
plan, désignons ce coefficient par M. 

On aura donc : 

*'„ = <!>' I 

D'où: 

C = — g— 1 sin a 

El = *• M» I 8 +(Ri + P Lï) Iî + 2k M I I, (R cos *+h L, sin a) 
La valeur de a étant déterminée par celle du couple résistant. 

2° Le champ inducteur est de la deuxième catégorie. 

, 2 ir 

Les n cadres font entre eux des angles égaux a — et les courants 

sont décalés de — . 
n 

Le champ dû à la réaction de l'armature fait avec le p lhxLe cadre de 

l'inducteur un angle : 



(„ + !*=3.-= + .) 
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U est facile de voir que comme dans le cas précédent, les forces 
contre-électromotrices, seront décalées comme les courants, c'est-à- 
dire qu'il suffira d'appliquer aux cadres de l'inducteur de f. e. m. 

2 « 
extérieures décalées de — d'un cadre à l'autre, et que la valeur 

maximum de ces f. e. m. sera donnée par la même relation que celle 
trouvée ci-dessus. 

b) Moteurs asynchrones à champ tournant. 

Admettons, de suite que l'induit est formé de m cadres, disposés 
symétriquement autour d'un axe commun, se confondant avec l'axe 
du champ tournant. 

Examinons d'abord ce qui se passe quand un système de m cadres, 
constitué comme l'induit est soumis à l'action d'un champ magné- 
tique uniforme, tournant autour de lui avec une vitesse angulaire 
uniforme k A . 

Soit %, l'intensité du champ magnétique, S la surface de l'un des 
cadres et p l'angle que fait à un instant donné le premier cadre avec 
la direction du champ. 

Le flux de force traversant ce cadre sera : 

*, = * sin p 
Le mouvement étant uniforme et la vitesse * € , on pourra poser : 

p = h % t + a 

On aura donc : 

*, = * S sin (&, t + a) 
Le flux traversant au même instant le deuxième cadre sera : 

* 2 = *„ S sin fk t *-f « + -• J 
Le flux traversant lep ifcme cadre sera : 

*/, = <i>o S sin (k i t+a+ ?-=— « J 
Les circuits des cadres seront soumis à des f. e. m. d'induction : 



■ vr** .\. fm um tt ■ % y u p ",j f . i>j w' ■! ■ ■ » 7 ? IP -V ' ^f i' * ' »■* ■ *■ 
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«',= -T? = — *i *c# S cos (k é t + a) = k t * S sm f /c, * + * — ^ ) 

«\ = - ^ =- *, *o S cos (h t t+* + |) = * f * S 8in(* 4 <+ «+ £ - |) 

Les f. e. m. auxquelles sont soumis les m cadres, ont donc 

même valeur maximum et sont décalées de — , d'un cadre à l'autre, 

m 

les intensités des courants circulant dans les cadres seront donc 

trouvées, d'après la règle donnée page 153, en admettant que le coef- 

ficient de s. i. de chacun de ces derniers est L= -^-, l étant le coeffi- 
cient de s. i. de l'un d'eux supposé isolé. 

Si <p est l'angle de retard, les intensités des courants circulant 
dans les cadres seront : 

f^Xsinffc, t + « ""g""?) 

i p = X sin (M+ a + ^f- * — § — ?) 

€ m =X sin [k, t + a + 2-=— s— g - f J 

Nous aurons (voir page 31), si r est la résistance du circuit d'un 
cadre : 

tg y = — COS ç = 



r * y/r* + *? L« 

x __ &« <E„ S 
V^+flL* 

L'énergie de chacun des cadres dans le champ, ou le couple ten- 
dant à le faire tourner sera égale au produit de l'intensité du courant 
par le flux de force qui le traverse. Le couple total tendant à faire 
tourner le système entier, sera égal à la somme des couples partiels. 

TRAITÉ D'ÉLECTRICITÉ 18 
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0/ = f*, *,+ .. +*Wt- h »■-*-■ =**SX j on(*€< + *) 

Comme : 

sîn a sin b = 5 cos (a — £) — 5 cos (a + £) 



8in 



nous aurons : 

**SX 



C,= 



2 



jcos (£+?) - cos (2*,* +2 « -| - *)+ 



+ co8Q + ? )-cos(2& t *+2« + 2 -i^r^|- ? )+.-. 

+ C o 9 g+ T )-cos(2^/+2a + ii^pi«-| - f ) 

Comme la somme des cosinus de m angles, formant une progres- 

2 ir 

sion arithmétique dont la raison est — , est égale à zéro (page 21), 

m 

nous aurons : 

~ *o S X /* . \ *o S X 

C* = — g — tocob^ + ?J= g — m sin? 

Le couple sera donc constant et sa valeur absolue sera : 

U - 2 v/r-4-^ÎL» •r- + «L« "*(r 1 + « Ifl 

Ce couple dépend donc de £ t vitesse angulaire du champ. 

Supposons maintenant l'induit mobile, formé du système des m ca- 
dres, placé dans le champ tournant, de manière que son axe se con- 
fonde avec celui-ci. Suivant la valeur du couple résistant, l'induit 
prendra dans l'espace une vitesse angulaire tt et le champ tournant 
aura, par rapport à lui, une vitesse k t = k — k\ 
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k t variera donc entre k et o, le couple sera maximum pour k t = k 
(voir page 98), k' = o, c'est-à-dire au démarrage. 

Le couple sera nul pour k t = o, c'est-à-dire k' = k, quand l'induit 
aura la même vitesse que le champ, ce qui ne peut jamais arriver à 
cause des résistances passives. 

On aura donc un moteur ayant un couple maximum au démarrage 
et ne pouvant dépasser une vitesse donnée, c'est-à-dire jouissant à 
la fois des avantages des moteurs à courant continu, en série et en 
dérivation. 

L'expression du couple est : 



p _J (*-y)«mL« a S' 
*""~2 r» + (*— ky L* 

VU l 
Nous avons L = -^- , l étant le coefficient de s. i. d'un cadre 

supposé isolé : 

2 r - +(* - vr — 4 r§ + ( * ~ ky m * l * 



Si l'inducteur est formé de n, cadres parcourus, soit par des cou- 
rants polyphasés de la première, soit de la deuxième catégorie, 
on a: 

* = — I (pages 152 et 156). 

I étant l'intensité maximum des courants et $ l'intensité du 
champ, dû à un courant d'intensité égale à l'unité circulant dans un 
des circuits, nous aurons donc : 

_1 (ib — y) , mn , L* , S , I , _l (k-V)*m*nU& S* I« 
U "~ 8 r 9 + (Aï - ky L* ~~ ï 4 r» + (k — *'/ m» P 

Mais $S est le coefficient d'induction mutuelle de l'un des cadres 
de l'induit et de l'un des cadres de l'inducteur, quand leurs plans 
coïncident, désignons ce coefficient par M, nous aurons : 
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r 1 (i-tywn'LM'P J (t-^m'n'/M 1 ! 1 
1 8 r» + (* - *V L« ""Î4r l +(i- *')■ m 1 Z* 

Le couple sera d'autant plus grand que M sera plus grand et r plus 
petit. Cherchons la valeur de /, rendant le couple maximum pour 
une valeur donnée de k\ vitesse de rotation de l'induit, il faut cher- 
cher le maximum de : 

l 



4 r» + (* — V) % rn* /» 

Prenons la dérivée par rapport à /et égalons-la à zéro, nous aurons : 

4 r 3 + (k — K)* m % l* — 2(& — *> m 1 /» = o 
{k — ky m* l % = 4 r f 

Si le couple doit être maximum au démarrage, on doit avoir : 

, 2r T r 

l = -, — ou L = . 
km k 

La vitesse angulaire de l'induit étant k\ le travail fourni par le 
moteur sera : 

ai _« P _1 *'(&— AQ*mn'LM' T . 1 F (Jfr—ifcym'n'IMV , 
1. _ k ui — g r i + (* _ *)■ L t — ï i r » -h (X: — *> m» Z" 1 

Le travail du moteur est susceptible d'un maximum, pour une 
certaine valeur de k\ que l'on pourra trouver en prenant la dérivée, 
par rapport à k' et en l'égalant à o. 

Rendement. — Si on ne tient pas compte des pertes par hystérésis 
et par courants de Foucault, le travail fourni sera égal au travail 
produit augmenté des pertes par échauffement dans les inducteurs 
et dans l'induit. 

Les intensités des courants circulant dans les inducteurs étant 
exprimés, soit par : 



t> = Isin^+£- r iiu) 



f— «.^ *r m -r ■!▼ 
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soit par : 



1 = I Bin ^ + 2(Lpi) x ) 



Si R est la résistance d'un des circuits de l'inducteur, la perte 

moyenne de travail par circuit sera -3- et la perte totale —3 — . 

Les intensités des courants circulant dans l'induit étant exprimées 
par des relations de la forme : 



Xsin(M+«+2-^*--*-?) 



r X* 

La perte moyenne de travail par circuit sera -5- et la perte 

totale — 5 — • 
Le rendement sera : 



R' = 77 



m . mr X* , n l 1 , , ,, , m r X 2 , ~ 1* 
T* + —3 h"&v *» Ci + —g— + nR o 



2 Jrt+Ofc — fcVI/J 



y (jfc — k'f m L ** S' . mr(k— le') 1 ** S' . _ R 1* 
2 j r * + (* — *')* L»{ 2|r' J -j- (*-&") L* j * 

Si R est assez petit pour que l'on puisse négliger le terme n R -, 

2 

on aura : 

Pl V <* - *')■ m L *1_S! 



tf L 1 1 



R' = 



k L+r _r_ 2r 

1 ^ fc' L ^ A' m / 



Le rendement sera d'autant meilleur que r sera plus petit et l 
ou L, plus grand. 11 sera d'autant plus élevé que k f sera plus grand. 

Les moteurs asynchrones à champ tournant les plus simples sont 
ceux dans lesquels l'induit est constitué par un cylindre de fer 
doux. 

11 se développe dans ce cylindre des courants de Foucault dont la 
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réaction le fait tourner avec une vitesse plus ou moins grande, 
dépendant du couple résistant. 

Ce genre de moteur n'a pas un bon rendement, car les courants 
induits ne peuvent être canalisés de manière à donner lieu à leur 
utilisation la plus grande, mais par contre la construction en est des 
plus simples el par conséquent le prix de revient peu élevé. 

Angle du champ magnétique inducteur et du champ induit. 

Les cadres de l'induit sont parcourus par des courants, dont les 
intensités sont (page 241) : 

t^ = Xsin(M + «+^^*--§- *) 
ï m = X sin (h t t + « + m rn T - — \ — 9) 

Ces courants donnent donc naissance à un champ magnétique 
tournant dont l'intensité est : 

t» "*' x 
o— 2 

*' étant l'intensité du champ quand le cadre est parcouru par un 
courant d'intensité égale à l'unité (page 152). 

Ce champ fait à l'instant t, l'angle k t t + a— -— <p avec le pre- 
mier cadre (page 153) et tourne avec une vitesse k A = k — A' par 
rapport à l'induit et avec une vitesse k t + k' = k dans l'espace, 
c'est-à-dire avec la même vitesse que le champ inducteur. 

Le champ inducteur, fait à l'instant t, un angle k t t + tt avec le 
premier cadre de l'induit, on voit donc que le champ dû à la réaction 

de l'induit, sera en retard d'un angle j+?> P ar rapport au champ 

inducteur. 
' L'angle y étant déterminé par la relation : ' % 
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tg ? = -7- = - — — (page 241) 

Quand A' = o, c'est-à-dire au démarrage, ? est maximum (car ? est 

compris entre et ^-). 

Quand le moteur tourne à sa vitesse maximum, y est minimum, 
si l'induit pouvait atteindre la vitesse A, les deux champs seraient 
alors à angle droit. 

Réaction cCarmature. 

1° Le champ tournant inducteur est dû à des courants poly- 
phasés de la première catégorie. 

L'inducteur est constitué par n cadres, faisant entre eux des 

angles — et parcourus par des courants décalés de — d'un cadre 
n n 

à l'autre. 

A l'instant t, le champ inducteur fait un angle ht + n, 

avec le p Xèm * cadre de l'induit, le champ induit fera donc un angle 

kt ^ ic — — — 9 , avec ce cadre. Si S' est la surface d'un des 

1 n 2 T 

cadres, le flux traversant le p* èma cadre sera : 

Mais $' S 9 est le coefficient d'induction mutuelle d'un cadre de 
l'induit et d'un cadre de l'inducteur, placés dans le même plan, nous 
aurons donc : 

# S' = M 

_, wM v . /- x p — 1 * \ 

* />= — X sin [H +Z-— K _ g _ f j 

La f . e, m. d'induction, qui sera la force contre-électromotrice due 
à la réaction de l'armature, sera : 



■v.' »j ■«■>-. ■ » ^mm^^wwr 
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Il est facile de voir que les forces contre-électromotrices seront 

décalées de — d'un cadre à l'autre, il suffira donc d'appliquer à 

chacun d'eux, des f. e. m. extérieures de même valeur maximum, 

décalées de — d'un cadre à l'autre. Si Ea , est la valeur maximum com- 
n 

mune desf. e. m. appliquées, la valeur instantanée delà f. e. m. ap- 
pliquée au jMme cadre, sera : 

<£ = E a sin (kt +^p^ * - 8 ) 
La valeur instantanée de l'intensité du courant sera : 



nL 



En appliquant la loi de Ohm à ce circuit, on aura, si L ê = -jr 1 est le 
coefficient de s. i et R la résistance d'un cadre. 



«« + <?? — L, -jf- -Rt; = o 



E, 



sin Ikt +*-£— * ~ ° ) = 2 sm V "*" »~ *~ V 

+ * L, I cos (&* +^^ *)+R I sin (fc +2^ *) 

Pour trouver la valeur de Ea, faisons successivement dans cette 
équation : 

tt+ £zi R5a0 et to+£-Ln = ï 
1 n ' n 2 

Nous aurons : 

— E a sin 6 = — A sin y -\- k L, I 

E a cos 8 = A cos f + R I 



^,-y- — ^r-ç,^,.. .Tr-^r^ »g . . . „ . . , >M g j , jp . , , J j j 
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En élevant ces deux relations au carré et en les ajoutant, nous 
aurons : 

E a 9 = A* + (R« + h Lï) I" + 2 A I (R cos f — AL, sin ?) 

R co8 r = # Rr * 1/ sin ? = f *< L L « (page 241) 

A== bM x== U ( ff)M»(,S _ fc & t m n M' j 
"" 2 2v^r* + A? L* 4 v /r 1 +ïïL i 

Nous aurons donc : 

, t _ fr « mnM' jmnM*-8 LL, j -f lSfrH-flL'XR 2 + *LÎ)+8 Afc, mn Rr M* 
Ka ~" 16(r« + «L») 

Comme : 

L= T , L t = — 

/ et /< étant les coefficients de s. i des cadres isolés, on aura : 

_ fc«flmnM t 'mnM > — 2mn// < +(4r , +^m t / > )(4R t + ^ t n t fl)+8JlA; fl mnRrM < T , 
^ a ~~ 4(4r t + tfro«P) 

On a très approximativement : 

//, = M» 

car on tâche naturellement dans un tel moteur, de faire en sorte que 
toutes les lignes de force créées par l'un des cadres de l'inducteur, 
traversent toutes les spires de l'un des cadres de l'induit, quand 
les deux cadres sont dans le même plan. On a alors : 

E a _ (4 r' + *îm , / t ) (4R«+frn a fl)+ 8k 1c, mnRrZ,/,- VklmWPtl Jt 

4(4r«+«m , / i ) 

E , _ 16 RV» 4- 4 iWR» + Wn'iy + 8 kk t mn Rr ll t T9 

4(4H + «m'/») l 
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v , _ 4 RV« + {h.ml R + knltf T 



+ 

1 ~~4RV + (A 4 w/R+*«*«r) a a 

1« 4r» + (*-V)«mT B , 

4 RV» + j & — *') m/ R + *»*«r j* ' 

Voyons comment varie P, ou l'intensité efficace des courants cir- 
culant dans les cadres de l'inducteur, quand on maintient constantes 
les f. e. m. efficaces (ou E a ) appliquées à ces derniers. 

Prenons la dérivée, par rapport à k comme le dénominateur est 
un carré, nous n'avons à tenir compte que du numérateur de la dé- 
rivée, qui est : 

8 AyTOV + 2 « m VB" + 2 W t »VW r« + 4 *« m\ PI, Rr 

— 8 * ( »?BV - 2 «m 3 Z 3 R a — 8* m* ll t Rr 3 — 2 * *î w 8 n W 4 Rr 

= 2 *« ««»«,&• + 2 &h t »VPiî r» — 8 £ mn fy Rr 8 

= 2 * ron ZZ f r (ftim'PR + kk< mn II, r — 4 R r 1 ) 

Si on a : 

A^ro/ (ro/R + ni, r) > 4 R r a 

Pour A, = o la dérivée est négative, elle s'annule pour une valeur 
de k 4J comprise entre o et k et devient ensuite positive. 

L'intensité efficace est donc maximum, pour A € = o et pour k 4 =k, 
elle sera donc maximum au démarrage, puis décroîtra jusqu'à un 
minimum, correspondant à une vitesse k' comprise entre o et A: pour 
croître ensuite jusqu'à ce que le moteur ait atteint sa vitesse maxi- 
mum k. 

Si on a : 

Vml (mZR + nf 1 r) = 4Rr» 

La dérivée sera toujours négative, l'intensité efficace des courants 
de l'inducteur diminuera avec k c'est-à-dire augmentera avec k\ 
elle sera donc minimum au démarrage et croîtra ensuite pour 
atteindre son maximum quand A' sera égal à k. 



'^■tiEr 
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On voit donc que l'intensité efficace des courants de l'inducteur est 
maximum, soit au démarrage, soit quand le moteur a atteint sa 
vitesse maximum k, il suffira donc, au point de vue de l'étude de la 
section des fils des cadres, de calculer 1* pour les deux cas, du dé- 
marrage et de la vitesse maximum. 

Au démarrage on a : 

t, 4r«+A>V E , 



'4RV + ^^R+n,/r;» 



Dans le cas de la vitesse maximum du moteur (A* = A-, A t = o) 
on a : 

4r* 4. 

Ti . * T -p * * *p s 

4 RV + k*nH\r* a ~~ 4 R^ + AWf a 

La valeur du couple moteur en fonction de la f . e. m. maximum 
appliquée aux circuits de l'inducteur est : 

^ ~ 4 - 4r»+(*-*»r *V ' 4 RV + }(£ - *', mZR + knl^" 

' * ' 4 RV + |(fc - A;') mZ R + ifenZ.r |" a 

Voyons comment varie le couple, quand on maintient Ea constant. 
Prenons la dérivée de : 



4 RV + (k t ml R + hnl { ry 



Nous n'avons à tenir compte que du numérateur de la dérivée, le 
dénominateur étant un carré. 
Le numérateur de la dérivée est : 

8 *, RV + 2 tfroVR* + 2 Jfh^llr* + 4W rmlWRr - 2 « m f PB? 
— 2kk\mrill i Rr = 2 Jc t r (Jfctf.mn^R + fc*n 2 Zîr -}- 4 RV) 

La dérivée est toujours positive, car k t est compris entre o et k. 
Le couple croit donc quand k % augmente, c'est-à-dire quand K 
diminue. 



*\—'-~'—* -7^--y».p r | -r= — «M p Ifl^W "J ■ . 
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Donc, quand on applique aux bornes des circuits de l'inducteur des 
f. e. m. efficaces constantes ( -=) to couple est maximum au dé- 
marrage. 

Sa valeur est alors : 

p _ 1 frmWM' 

rf ~" 4 4= R'r* H- k* (mlR + nl { r)* a 

Le couple est nul quand le moteur atteint sa vitesse maximum. On 
voit aussi que toutes choses égales, d'ailleurs, la valeur du couple 
au démarrage augmente avec k, c'est-à-dire avec la fréquence 
(page 98), 

2° Le champ inducteur est dû à des courants polyphasés de la 
deuxième catégorie. 

L'inducteur est constitué par n cadres faisant entre eux des 

angles — et parcourus par des courants décalés de — , d'un 
n n 

cadre à l'autre. 
Le champ inducteur fera à l'instant i, avec le p ième cadre l'angle : 



Il est facile de voir que les conclusions seront les mêmes que dans 
le cas précédant et que toutes les relations trouvées pourront 
servir. 



CHAPITRE VI 

Etude de la décharge des condensateurs. 



Actuellement, l'étude de la décharge des condensateurs n'a aucun 
intérêt au point de vue industriel, mais les belles expériences de 
M. M. Nikola Tesla et d'Arsonval, font prévoir que prochainement il 
n'en sera plus de même, aussi avons-nous cru devoir donner un 
aperçu sommaire de la question ('). 

Soient : C la capacité d'un condensateur (ou d'une batterie de bou- 
teilles de Leyde), Q la charge à l'instant où commence l'expérience ; 
q la charge à l'instant l, V la différence de potentiel aux bornes du 
condensateur au même instant. On a par définition : 

</=CV 

Si lorsque le potentiel aux bornes du condensateur, ou la charge 
diminue, nous admettons que le courant est positif, nous aurons : 

<=-£ 

ai _____ <Tq 
dt ~~ de 

Si la décharge a lieu à travers un circuit dont la résistance est r 
et le coefficient de s. i. L, on aura à chaque instant : 

xr t di 
V — L --* — ri =o 
ai 

ou bien : 

q . dq , T <Pq 
C +r dt + L dP= 



(1) La question dans tonte sa généralité a été étudiée pour la première fois par sir Wil- 
liam Thomson. 
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équation différentielle linéaire du second ordre, que Ton peut mettre 
sous la forme : 

df^L dt ^ CL ~~ ° 

Dans la résolution de cette équation, il y a deux cas à considérer, 
suivant que les racines du trinôme : 

sont réelles ou imaginaires, c'est-à-dire suivant que l'on a 
Cr« > 4 L ou O* < 4 L 
Dans le cas où les racines sont réelles, la solution générale est : 

m t et w, étant les racines du trinôme, A et B deux constantes d'in- 
tégration, que Ton peut déterminer au moyen de solutions parti- 
culières. 

en posant : 



a = ÏL * = V4TP-EC 



nous aurons 



Pour déterminer A et B, il faut trouver deux solutions particulières 
de l'équation. 



rz^r^ r .- ^-. ^.T-^-.-H^f 
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Quand * = o, c'est-à-dire à l'origine de la décharge, on doit avoir 
q = Q, nous aurons donc : 

A + B=Q 

d'autre part, nous avons : 

< = (a - « À *(-*+*)< H- (a + *) B A e^ a " h ^ 
pour t = o, nous devons avoir i=o. 

(a -&)A+(a + £)B=o 

a (A + B)=i(A — B) 

a Q = 5 (A — B) 

T> _ fè-a)Q 

" 26 

Les équations deviendront : 

i = <*-«) ^ Q J—+b*+ (a + b) ïjtf Q e<~ a -«' 

La décharge est donc continue. 

En prenant comme abscisses le temps, et comme ordonnées : 
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1° La différence de potentiel aux bornes du condensateur V= ^ et 

L 

2° L'intensité du courant, on obtient des courbes analogues à 
celles de la figure 54. 

On peut chercher la valeur du temps, pour laquelle l'intensité du 
courant de décharge est maximum, on a : 




T*mf$ 



Fig. 54 



i = constante |^^ -<«+*><! 
En prenant la dérivée et en l'égalant à zéro, on aura 



{h — a) e bt - (a + b) e~~ ht =o 



(b—a)e 2bt —(a + b) = o 



2bt a + b 

e =i 

b — a 



1 T a + b 

l-^Log.nep.;^ 



La valeur de l'intensité sera alors 



b» — a' 

t= -2T 



1 



fbt = a+b ei = /a + b\2 b 
a — b \a — bj 



a±b 
(a+b)t_ (a + b\ 2b 



. b* — à 
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a+b 



-*&$ " m+ 



Dans le cas où les racines du trinôme sont imaginaires, si on 
pose : 



£h = a 


1 r ' -*• 
ÏÏC 4L--* 


les racines du trinôme seront : 




m t = — 


a+* /=! 


m, = — 


a — 4 >/"="ï 


L'intégrale sera alors de la forme : 


q = ê-*<À 


cob bt + B sin 6t) 



t = — ^. = a <T' a, (A cos fc + B sin fc) — e~ at ( — bA sin bt + bB cos fc) 
i = e~ at | (Aa — £B) cos bt + (£À + aB) sin M j 

Pour t=o, nous devons avoir, £=Q, d'où : 

A=Q 
Pour t=o, nous devons avoir-: 

1 = 

Aa-5B=o B== ^ 

Les équations seront donc : 

q =e~~ at (o cos bt + ^ sin *f) 

i = e~ a '(* Q + j Q)sin fc 
traita d'électricité 19 
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i=zj(a* + b t )Qé~ at BUibt 



La charge, ainsi que la différence de potentiel aux bornes f 4-j 

et l'intensité du courant sont représentés par des fonctions périodi- 
ques sinusoïdales, non simples. 
La durée d'une phase complète sera : 



Pour : 



T = T= 4 *Vn^<v 



* = o t =t t= -T- < = -T-etc 



l'intensité du courant est nulle. 




Pour : 




-. 8 « 
*~"2Ï t — "2Ï 


' = g-«tc... 



la valeur absolue de l'intensité est un maximum, mais ces maxima 
vont en décroissant. 
Pour : 




I&mpë- 



Fig. 55 



■^ "».■ — ■!■ ■ ■■ l t p || V ,JM|, m r P/1H.. !,■• .-*r-^^-«- .^"*— t^— ^-f--^-rf ■«-■ -f| ^ 
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aïs 

<=^ona t\=J(a« + **)Q* 2 * 

__3a* 
<=j£onai t ^-i(a«+*«)Q* ^ 

5arc 
*=§|ona i,= j(a» + *«)Q* 2 

Si on prend pour abscisses les temps et pour ordonnées les valeurs 
de l'intensité, on obtiendra une courbe telle que celle de la 
figure 55. 

11 est facile de voir que les points A, B, C, dont les ordonnées sont 
maxima, sont situés sur une courbe dont l'équation est : 



et que les points D,E dont les ordonnées sont minima, sont situés sur 
une courbe placée symétriquement par rapport à Taxe des abscisses, 
dont l'équation est : 

Ces deux courbes représentées sur la figure 55, coupent Taxe des 
y, en des points qui ont respectivement pour ordonnées 

=*= y <*■ + *■> Q- 
Nous avons vu que la durée d'une phase complète est : 

L=4 * L V 4L-Cr' 

Quand 4L = Cr*, la durée de la phase est infinie, en effet, on a une 
décharge continue. 
L et G étant donnés, la valeur de r rendant T minimum sera 



— 260 — 

r et C étant donnés, la valeur de L qui rendra T minimum, pourra 
être trouvée de la manière suivante. 
11 faut rendre : 

L* C 

4L _ o« mmimum 

prenant la dérivée et régalant à zéro, on aura : 

2LC(4L -Cr«) — 4L'0 = o 

8 L« C - 4 L a C — 2 L C* r a = o 

2L~Cr i = o 

T Cr* 

Dans ce cas, la durée de la période est : 

T = 4 ^^0^2L=^Vf 



T — 4 * "c V cp ■ 



Comme l'a indiqué M. Fleeming on peut expliquer le phénomène 
de la décharge vibratoire, en se rappelant les expériences de MM. Clé- 
ment et Desormes, sur l'écoulement des gaz. 

Deux réservoirs, l'un plein d'air comprimé, l'autre dans lequel on 
a fait le vide, sont mis en communication. 

1° Par un tuyau long et étroit. Dans ce cas l'air contenu dans le 
premier réservoir, s'échappe dans le second d'une manière continue. 

2° Par un tuyau large et court. L'équilibre de pression entre les 
deux réservoirs ne s'établit qu'après une série d'oscillations. 

On voit l'analogie complète avec un condensateur ; un tuyau long 
et étroit offrant à l'air une grande résistance par suite des pertes de 

4 L 

charge. Dans le cas d'un condensateur, quand on a, r" > — jt> 

on a une grande résistance à la décharge. 
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Le tuyau large et court correspond au cas du condensateur, pour 
lequel on a, r 2 < — 

On peut aussi s'expliquer le phénomène (') en se rappelant que le 
diélectrique d'un condensateur chargé, est soumis aune tension que 
Ton peut comparer à celle d'un ressort. Si la cause qui produit la 
tension vient à disparaître brusquement, le diélectrique revient à sa 
position initiale, après avoir effectué des oscillations comparables à 
celles que décrit un ressort subitement détendu. 

Pour empêcher le ressort d'osciller, il faudra opposer une résis- 
tance à son mouvement, par exemple en le plongeant dans un fluide 
visqueux. De même, en présentant une résistance électrique suffi- 
sante à la décharge d'un condensateur, on rend celle-ci continue. 

La période des oscillations d'un ressort dépend de sa masse ou de 
son inertie. De même la période de décharge électrique varie avec 
le coefficient de s. i. qui représente l'inertie magnétique du milieu qui 
entoure le circuit. 

En augmentant le coefficient de s. i., la durée de la phase de l'os- 
cillation augmente, c'est-à-dire que la fréquence diminue (tant que 

Cr , \ 
l'on n'atteint pas L = ""T" )• 

On pourra donc faire varier la fréquence, en intercalant un plus ou 
moins grand nombre de spires d'une bobine. Quand le coefficient de 
s. i. est suffisamment grand, la période devient assez grande, pour 
atteindre celle des vibrations de l'air perceptibles à l'oreille, on per- 
çoit alors un son dont on peut à volonté augmenter ou diminuer la 
hauteur. 

M. Lodge est parvenu à faire varier T de un cent millionième à un 
cinq centième de seconde, en faisant varier convenablement les va- 
leurs de C, r et L. 

Les oscillations de la décharge électrique, produisent dans le mi- 
lieu ambiant des ondes, qui donnent lieu à des phénomènes d'inter- 
férence, de résonnance et de réflexion, ainsi que l'ont montré les 
belles expériences de M. Hertz. 

On explique ordinairement le rôle d'un condensateur (condensa- 
is (1) Eric Gérard, Leçons sur VÊUctrxciii, tome !•% page 249. 
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teur de Fizeau), placé en dérivation dans le circuit primaire d'une 
bobine d'induction, près de l'interrupteur, de la manière suivante : 
Ce condensateur, au moment de la rupture, absorbe Pextra-courant, 
de sorte qu'il empêche la formation d'une étincelle de rupture, qui 
prolongerait la durée du courant, il diminue donc le temps de la va- 
riation, et par conséquent, augmente la valeur de la f. e. m. induite- 
Lord Rayleigh (*) a analysé le phénomène plus complètement, et a 
pu attribuer principalement l'élévation du potentiel du secondaire, 
lors dé 4'introduction du condensateur, à une décharge oscillante de 
ce dernier. 
En effet, il établit qu'au moment de la rupture, on a quand le con- 

M 

densateur est placé, i % = 2 — i M étant le coefficient d'induction 

L« 

mutuelle, L t , le coefficient de s. i. du circuit secondaire, t f l'intensité 

du courant secondaire, i f celle du courant primaire, tandis que quand 

il n'y a pas de condensateur, et que la rupture est instantanée, on 

a seulement : 

M . 

Expériences de M. Testa (*). — Les très hautes fréquences sont d'a- 
près M. Tesla, nécessaires à l'obtention de très hautes tensions, tout 
au moins c'est le moyen le plus simple et le plus commode de les ob- 
tenir au moyen de bobines d'induction de dimensions relativement 
petites. 

En effet, nous avons vu que la f. e.m. extérieure appliquée au cir- 

di 
cuit secondaire d'un transformateur, est exprimée par — M -77 

= — k M h cos k t, si i t = l f sin kt est la valeur instantanée de l'in- 
tensité du courant dans le primaire, or, k est proportionnel à la fré- 
quence par seconde (on a k = 2 n F). 

Pour obtenir les grandes fréquences, M. Tesla emploie deux 
moyens principaux. 

1° A l'aide d'un alternateur constitué par un disque de fer, com- 



(1) Philosophical magazine, vol. 39. — Fleming, the alternate current transfor- 
mer, vol. 1, pages 383 et suivantes. 

(3) Voir les bulletins de la Société internationale des Électriciens, n«» 85, 87, 83 et 89. 
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portant 384 pôles et pouvant faire plusieurs milliers de tours à la 
minute, il obtient ainsi des fréquences de 10.000 périodes à la se- 
conde. 

5* Au moyen de la décharge oscillante des condensateurs. 

Voici un des dispositifs qu'il emploie dans ce dernier cas : 

Un alternateur A (fig.56), envoie son courantdansle secondaire d'une 
bobine d'induction B,. Le primaire de cette bobine est intercalé 
dans un circuit, sur lequel est placé en dériva- 
tion un condensateur C. Les extrémités de ce 
circuit, dans lequel est intercalé le primaire d'une 
seconde bobine d'induction B É , sont terminées 
par des boules de laiton K«, K. Entre K et K«, il 
se forme une étincelle claquante, le condensateur 
en dérivation se charge quand l'étincelle cesse, il 
se décharge en suite lors de son établissement. 
La distance entre K et K 4 , ainsi que la capacité 
du condensateur, sont modifiables à volonté, de 
sorte que Ton peut régler la décharge oscillante. 

Le secondaire de la bobine B, est parcouru 
par des courants de grande fréquence et de haute 
tension. 

L'arc qui se forme entre les boutons K et K 4 , est 
soufflé soit par un courant d'air, soit plutôt, en 
plaçant entre les sphères et les pièces polaires un 
puissant électro, (ces pièces étant protégées par 
des feuilles de mica). L'emploi d'un champ magnétique de grande puis- 
sance est particulièrement utile lorsque la source est à basse fré- 
quence. Le champ magnétique agissant à angle droit a tendance à 
repousser l'étincelle, à la souffler, de sorte que la décharge fonda- 
mentale se reproduit plus fréquemment. 

La bobine B t , est complètement immergée dans l'huile et est con- 
tenue dans une caisse de m ,50 de côté, elle donne d'après M. Tesla 
des effets au moins é#aux à celles des plus fortes bobines d'induc- 
tion qui aient été construites. 

Le noyau de cette bobine est en ébonite. En effet, il ne servirait à 
rien de la munir d'un noyau en fer, les courants induits ou courants 
de Foucault se concentreraient à la périphérie du noyau et tendraient 
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Fig. 5G. 
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à produire une aimantation de sens contraire à celle produite par le 
courant circulant dans le primaire, Faction du fer serait nulle au 
point de vue magnétique, par contre, la production des courants de 
Foucault amènerait une perte d'éilergie. 

M. Tesla, au moyen du dispositif décrit ci-dessus, peut repro- 
duire dans l'air des phénomènes analogues à ceux produits dans le 
vide relatif des tubes de Gessler. 

Le phénomène le plus important est le transport d'énergie par un 
seul fil, l'autre extrémité du fil de la bobine d'induction (B t ) étant 
laissée libre dans l'air ou mieux reliée à une plaque métallique. 

On peut ainsi produire la rotation d'un moteur, ou produire de la 
lumière par suite du bombardement moléculaire dans une ampoule, 
contenant en son centre une petite sphère de charbon, ou de toute 
autre matière reliée à une des extrémités du fil. 

L'effet lumineux est de beaucoup augmenté en munissant la lampe 
d'un abat-jour métallique, ce qui revient à rapprocher les armatures 
d'un condensateur constitué d'une part, par la sphère de charbon, 
d'autre part, par les corps environnants, armatures entre lesquelles 
se fait, par bombardement moléculaire, l'échange d'énergie. 

La grande difficulté est d'obtenir pour former la petite sphère pla- 
cée au centre de l'ampoule, un corps qui ne se détériore pas rapide- 
ment. 

M. Nikola Tesla s'exprime ainsi (') : 

«c La production d'une petite électrode, capable de supporter des 
températures très élevées, est de la plus grande importance pour la 
production de la lumière. Elle nous permettrait d'obtenir par- le 
moyen des courants de très grande fréquence, certainement vingt 
fois plus de lumière que nous n'en obtenons, maintenant d'une 
quantité déterminée d'énergie, à l'aide des lampes incandescentes. 

« Cette estimation peut paraître exagérée, mais je crois qu'il est 
loin d'en être ainsi. Gomme cette affirmation peut être mai comprise, je 
crois nécessaire d'exposer clairement le problème, tel qu'il se présente 
et d'indiquer la voie dans laquelle, je crois qu'une solution est pos- 
sible. 

(1) Bulletin de la Société internationale des Electriciens, Juin 1892, n° 89 



« En commençant cette étude, on pourrait croire que ce qu'il faut 
obtenir, c'est une haute température de l'électrode. 

« C'est une erreur. La vive incandescence du bouton est un mal 
nécessaire, mais ce qu'il faut réellement obtenir, c'est la vive incan- 
descence du gaz qui entoure ce bouton. En d'autres termes, le pro- 
blème est de porter à la plus haute incandescence possible, une masse 
de gaz ». 

« Plus grande sera la fréquence, plus vive la vibration moyenne, 
et plus économique sera la production de lumière. Mais pour mainte- 
nir une masse de gaz à l'état incandescent, dans un vase de verre, il 
faut la tenir loin du verre, c'est-à-dire pratiquement, la confiner au 
centre du globe ». 

« Les facteurs pour obtenir une forte lumière sont surtout le 

potentiel, la fréquence et la densité à la surface de l'électrode. Aussi 
faut-il employer un bouton aussi petit que possible, pour accroître la 
densité. Sous le choc violent des molécules du gaz qui l'environennt, 
le bouton est sans doute porté à une vive incandescence, mais le gaz 
qui l'environne forme une flamme ou photosphère dont le volume 
atteint plusieurs centaines de fois celui du bouton. On pourrait penser 
que, en poussant aussi loin que possible l'incandescence de l'élec- 
trode, elle serait instantanément volatilisée, mais la réflexion montre 
que cela ne doit pas être et l'expérience le confirme, et c'est dans ce 
fait que gît principalement la valeur de ce genre de lampes. 

« Au commencement du bombardement, l'électrode devient très 
chaude, mais à mesure que le gaz s'échauffe et devient plus conduc- 
teur, il absorbe une plus grande part de l'énergie. L'électrode se 
trouve donc moins frappée et plus le gaz absorbe d'énergie plus le 
bouton est protégé. C'est donc la production d'une puissante photo- 
sphère qui est le vrai moyen de protection de l'électrode. Ce moyen 
est tout relatif, bien entendu et il ne faudrait pas en conclure que si 
l'on atteint un degré d'incandescence encore plus élevé, l'électrode 
ne serait pas détériorée. Ces conditions diffèrent infiniment de celles 
qui concernent les lampes à incandescence ordinaires, dans lesquelles 
tout le travail est accompli dans le filament sans que le gaz y prenne 
aucune part. » 

M. d'Arsonval a reproduit toutes les expériences de M. Tesla, et a 
notamment démontré l'inocuité des courants à grande fréquence. Il 
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*, par exemple, pu allumer en faisant passer le courant à travers son 
corps, jesqt'à 7 lampes de 125 volts et un demi-ampère. La fréquence 
était de 6 à 700.000 jÉtamances à la seconde. A basse fréquence un 
tel courant aurait certainement entraîné la mort ai 



CHAPITRE VII 

Influence du fer. 

$ 1 . — Hystérésis 

La réalisation pratique de tout appareil électrique nécessite le 
plus souvent l'emploi de fils conducteurs isolés et de masses de fer 
ou de fonte, plus pu moins pures. 

Avec l'emploi de courants continus on n'éprouve aucun désagré- 
ment, par suite de la présence du fer ; tout au plus a-t-on à redouter 
les courants produits par la f. e. m. de self-induction au moment de 
la rupture d'un circuit. Par exemple, dans le cas du fonctionnement 
d'une dynamo à courant continu, on doit redouter et éviter toute 
rupture de circuit général, principalement quand Ton a affaire à une 
dynamo en série. 

Dans ces dernières années, M. Ewing a découvert un phénomène 
insoupçonné jusqu'alors quia une influence considérable sur le fonc- 
tionnement des appareils à courants alternatifs et en particulier sur 
celui des transformateurs. Pour bien faire comprendre la nature de ce 
phénomène, auquel Ewing a donné le nom d'hystérésis, prenons les 
choses à leur origine et considérons un échantillon de fer, vierge de 
toute action magnétique. 

Si nous le soumettons à des champs croissants d'une façon continue 
depuis zéro, nous obtenons, pour l'induction magnétique spécifique B 
des valeurs dont l'accroissement progressif peut être représenté par 
une courbe telle que OB (fig. 57) qui a reçu le nom de courbe du 
magnétisme. La forme de cette courbe varie avec la nature de 
l'échantillon; avec celui que nous avons pris pour exemple, l'induction 
varie à peu près proportionnellement au champ de L jusqu'en M, 
l'accroissement devient ensuite de M en B, moins rapide et ensuite, le 
long de BN, il diminue de plus en plus pour devenir pratiquement 
nul. A partir de B on dit que le métal commence à se saturer. 

Vhystérésis est le phénomène par lequel la valeur de l'induction g 
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dans le fer n'est pas absolument constante pour une même intensité 
de champ H> ma is dépend, au contraire, des états magnétiques 
antérieurs, par lesquels a passé le métal. Dans ces conditions, si nous 
soumettons un échantillon de fer, ayant déjà subi une aimantation, 




à des champs variant en intensité, successivement de à + H 
de + H à z éro, de zéro à — H > el enfin de — H à z ^ro, nous obte- 
nons pour représenter l'induction spécifique B, les portions de cour- 
bes correspondantes, wB, Bm, wiB' et B'n. Si le magnétisme réma- 
nent était nul, la courbe partirait de au lieu de partir de n. 

La perle d'énergie occasionnée par le phénomène d'hystérésis est 
facile à calculer. Considérons la courbe d'hystérésis de la figure 57, 
que nous supposerons avoir été obtenue avec un anneau de fer, ayant 
1 cm 8 de section et l cm.]de longueur. Si la bobine magnétisante en- 
roulée sur ce noyau a n spires et est traversée par un courant de I am- 
pères, l'intensité du champ créé lorsqu'il n'y a pas de noyau de fer 
est : 

H __ 4 * n I 10~* 



Choisissons sur la courbe un point a quelconque et supposons que 
B s'accroisse d'une petite quantité AB pendant le temps Ai. 

La force contre électromotrice de self-induction aura comme va- 
leur absolue : 

AB 

H atteint la valeur H' correspondant à un courant d'intensité Y et 
l'on a : 

rio-'=JH 

4 k n 

L'énergie dépensée pendant le temps Al pour passer de H à H' 
est donc : 

A<X*,xriO-'=A*^XT^ = -£-' A B 

Ai 4 rc n 4c n 

Sur la courbe de descente, pour la même valeur de B, H n'est plus 
égal qu'à H" de sorte qu'à ce moment pour une diminution A B de 
l'induction spécifique, le fer ne restitue au circuit électrique qu'une 
quantité d'énergie égale à : 

4 r. 

Il s'en suit qu'il disparait une certaine quantité d'énergie dans le 
fer, dont l'expression est : 

(H'-h")^ 

Quand A B est très petit (h' — H") A B représente la surface d'un 
petit quadrilatère abcd, peu différent d'un parallélogramme. 

En subdivisant la surface curviligne entière en un nombre suffi- 
samment grand de parallélogrammes de ce genre, on obtient comme 
expression de la perte d'énergie, pour un cycle complet, parcouru 
par le magnétisme dans l'échantillon de fer. 

/ X surface curviligne 
4 * 
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Mais comme le fer a un volume de l X 1 cm = l cm 8 , il en résulte 
que la perte par cm* sera ; 

surface curviligne 
4* ei * a 

Si, comme cela arrive souvent, nous voulons exprimer cette perte 
en watts, nous devrons diviser le résultat précédent par 10 7 , car un 
watt vaut 10 7 unités C. G. S. 

M. Gh. Steinmetz a découvert à la suite de nombreuses expériences 
que la perte d'énergie par hystérésis, dans le fer par cycle complet, 
pouvait s'exprimer par une formule empirique très simple : 

dans laquelle h est la perte d'énergie exprimée en ergs et B l'induc- 
tion spécifique maximum à laquelle le fer est soumis, exprimée en 
unités G. G. S. par cm». Cette formule a été vérifiée par un grand 
nombre d'expériences et semble absolument acceptable . 
La perte d'énergie par seconde est donc, si F est la fréquence : 

K= rjFB 1 ' 6 ergs =tjFB m 1(T 7 

M. Steinmetz a appliqué sa loi à un très grand nombre d'échan- 
tillons. Parmi les nombreuses valeurs qu'il a obtenues pour tj, voici 
les plus importantes : 

Fil de fer très doux r\ = 0,002 

Tôle de fer doux très mince 0,0024 

Bonne tôle mince 0,003 

Tôle épaisse 0,0088 

Tôle très ordinaire pour noyaux de transfor- 
mateurs 0,004 à 0,0045 

Acier fondu doux, recuit 0,008 

Acier doux pour machines 0,0094 

Acier fondu ordinaire 0,012 

Fonte 0,0162 

Acier fondu trempé 0,025 

On peut se rendre sommairement compte de la manière suivante, 
que la non proportionnalité du flux magnétique à l'intensité du champ 
et l'hystérésis, modifient profondément la forme sinusoïdale d'un cou- 
rant. 

Supposons que le primaire d'une bobine soit parcouru par un cou- 
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rant périodique simple, dont l'intensité pourra être représentée en 
fonction du temps par la sinusoïde OABCDE (fig. B8). 

Les abscisses de la courbe du magnétisme sont proportionnelles à 
l'intensité du champ, c'est-à-dire à l'intensité du courant du primaire 
et les ordonnées représentent la valeur du flux magnétique. Prenons, 




Fig, 58 



afin de simplifier la construction, pour cette courbe, une échelle telle 
qu'en choisissant l'abscisse égale à l'ordonnée de la courbe repré- 
sentant l'intensité dans le primaire, on obtienne une ordonnée pro- 
portionnelle au flux magnétique, 
On aura donc : 

oV=MA. 

La courbe du flux magnétique pourra être tracée de la manière 
suivante, par exemple, au moment où l'intensité du courant aura la 
valeur bc, nous prendrons o'd = bc, l'ordonnée de la courbe du flux 
sera de (car l'intensité va en croissant), nous prendrons donc ci = de. 
Quand l'intensité du courant sera hg = bc> nous prendrons hm = de' 
(car alors l'intensité va en diminuant). Nous pourrons donc ainsi 
construire par points la courbe FGHIJK, représentant le flux par rap- 
port au temps . 

La f. e. m. dans le circuit secondaire sera à chaque instant propor- 
tionnelle à la dérivée du flux par rapport au temps, c'est-à-dire au 
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coefficient angulaire delà tangente à la courbe représentative du flux. 

II sera donc facile de représenter la valeur de cette f. e. m. par 
rapport au temps, au moyen de la courbe LMNOPQR et Ton voit 
qu'elle diffère notablement d'une sinusoïde. 

Si Ton admet que le flux magnétique est proportionnel à l'intensité 




Fig 59 



du champ, la courbe du magnétisme devient une ligne droite faisant 
avec l'axe des y, l'angle a (fig. 59). jj^uU*. 

La courbe du flux est alors une sinusôïd©^, ainsi que celle de la 
f. e. m. dans le secondaire, comme qu'il est indiqué sur la figure 59, 
dans laquelle les courbes sont tracées par le procédé indiqué ci-des- 
sus et aux mêmes échelles que dans le cas précédent. 

11 est bien évident que le courant qui circule dans le secondaire, 
réagit sur le primaire et que dans le premier cas, si la f. e. m. appli- 
quée au primaire est une f. e. m. périodique simple, la courbe repré- 
sentant Tintensité dans ce circuit, ne sera pas une sinusoïde. 

La courbe représentative de l'intensité du courant ou de la f. e. m. 
dès qu'il y a du fer dans les appareils, n'est donc pas exactement 
une sinusoïde, ainsi que nous l'avons admis jusqu'ici. 

On mesure, au moyen des appareils, la valeur efficace, c'est-à- 
dire la racine carrée du carré moyen de l'ordonnée de la courbe 
(page 25) et on en déduit sa valeur moyenne et sa valeur maximum. 

Dans le cas où la courbe est une sinusoïde on a : 
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Valeur moyenne = 0,9 valeur efficace 
Valeur maximum = 1,57 valeur efficace 

Dans tous les cas, ainsi que l'explique M. Evershed, dans une étude 
sur le rendement des alternateurs, la courbe est comprise entre 
une succession de triangles isocèles, égaux, placés alternativement 
au-dessus et au-dessous de Taxe des a? et une succession de rectan- 
gles, égaux, placés dans les mêmes conditions. 

Dans le cas des triangles, la valeur maximum est double de la valeur 

moyenne et il est facile de démontrer que la valeur efficace est 

1 
égale — - fois la valeur maximum, on a donc : 



Valeur moyenne = 0,86 valeur efficace 
Valeur maximum = 1,73 valeur efficace 



Dans le cas des rectangles, la valeur maximum, la valeur moyenne 
et la valeur efficace sont égales. 

En admettant, comme on le fait généralement, que la valeur 
moyenne est égale à 0,9 fois la valeur efficace, et que la- valeur 
maximum est égale à 1,87 fois la valeur efficace, on commet donc 
des erreurs en moins, qui atteignent au maximum 10 %. 



g 2. — COURANTS DE FOUCAULT ET LEUR CALCUL 

Toutes les fois qu'une masse métallique est traversée par un flux 
variable, des courants induits prennent naissance à l'intérieur du 
métal et tendent à se fermer suivant des circuits de résistance mini- 
mum. Ces courants ont reçu le nom de courants de Foucault ou de 
courants parasites; la résistance opposée à leur circulation est géné- 
ralement très faible ; quand le métal ne présente pas de solution de 
continuité, il en résulte que ce dernier s'échauffe et peut atteindre 
une température dangereuse pour l'appareil dont il fait partie. C'est 
pourquoi Ton est obligé dans la plupart des appareils industriel 
tels que dynamos et transformateurs, de sectionner le fer perpendi- 
culairement au sens de la f. e. m. induite. On est ainsi amené à em- 
ployer de la tôle de fer très mince ayant des épaisseurs comprises 
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entre 0,2 et 0,5 millimètre, dont en isole électriquement les diverses 
feuilles les unes des autres. 

Au début, Ton employait très souvent et encore actuellement, on 
emploie parfois, pour le noyau de fer des induits de dynamos, du fil 
de fer doux verni enroulé sur un support en métal non magnétique, 
de masse peu importante et situé autant que possible hors du champ 
magnétique . 

Pour tenir compte des courants de Foucault par le calcul, on 
pourra procéder comme nous l'indiquons dans ce qui suit pour les 
deux cas les plus fréquents, c'est-à-dire pour des masses de sections 
respectivement circulaires et rectangulaires. 



a. — Courants de Foucault dam une masse de fer de section 

circulaire. 

Soit ABCD la section de la masse dans laquelle on veut calculer la 
perte par courants de Foucault, section produite par un plan perpen- 
diculaire à la direction du champ magnétique (Fig. 60). 

Considérons un circuit élémentaire quelconque de rayon r, se 
propageant dans un centimètre de longueur de fil dans le sens des 
lignes de force, suivant un anneau de largeur radiale dr. Si nous ap- 
pelons b = B sin ht, la valeur instantanée de l'induction spécifique, 
l'induction totale à l'intérieur du circuit élémentaire considéré est : 
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Par suite, la f. e. m, instantanée, qui produit la circulation du 
courant élémentaire, est, en valeur absolue : 

, * db , d (B sin kt) • r» 7 7. 

e = *r 3 -tt = k r* vo , A = n r* B k cos ht 

dt dt 

La f. e. m. en volts sera : 

e = r. r % B * cos htX 10~ 8 
B étant exprimé en unités C. G. S. 

La résistance du circuit dans lequel circule le courant est : 

2*r 



R=a 



dr X l cm 



a étant la résistance électrique spécifique du 1er donnant le résul- 
tat de la formule précédente exprimé en ohms. Si a' est la résistance 
spécifique en unités C. G. S, on aura : 

a = a' X 10~» 

Cfïl 

Si a' 9 est la résistance spécifique en microhms — ? on a : 

r n cm 9 

a = a M X 10- 6 

La perte de travail due à la résistance du circuit considéré sera : 
dw= ç =nï - r* dr B f ** cos* kt HT" 

exprimée en watts. 
Si nous appelons F la fréquence, nous avons : 

La formule devient, par suite, en appliquant cette relation : 

d w = 2 r.3 1 r' dr F 3 B 3 cos* ** 10" ,f 
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1 

La valeur moyenne de cos* ht, est -, de sorte que la perte d'éner- 
gie pour une période ou un cycle complet, sera : 

w = 2 **- r* dr F« B* £ 1<H« 

« 2 

= * 3 ir 3 dr PB 2 10- 46 

a 

En intégrant der = o kr = r nous obtenons pour la perte d'éner- 
gie dans la masse par période : 

La perte d'énergie par seconde sera : 



w , = n»riF»B» 10 _ 

4a 



Pour avoir la perte par cm*, nous diviserons, ces résultats par le 
volume considéré, c'est-à-dire («r/ X 1 cm.) : 
Nous aurons donc : 
Pour la perte en watts, par centimètre cube et par cycle : 

W cltt *=grîFB a XlO^« 

Pour la perte en watts, par centimètre cube et par seconde : 

W CJ „-=grïP a B i Xl(r w 
Pour le fer recuit, ordinairement employé dans les appareils, la 

Cïït 

résistance spécifique en microhm — r est 9,636; nous aurons donc : 

a =9,636 MT* 
W C m z = 0,25 rJFB* X ÎO" 10 
WW^O^ÔrîF'B' XKT" 



'•• 
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b. — Courante de Foucault dans une masse de fer de section 
rectangulaire. 



Soit ABCD la section de la masse dans laquelle on veut calculer 
les courants de Foucault, par un plan perpendiculaire a la direction 
du champ (fig. 61) ; soient X et mX les longueurs des côtés. Consi- 
dérons le courant élémentaire se propageant suivant un chemin rec- 
tangulaire ab cd ayant, suivant ad et 6c, la largeur dx et suivant ab 
et de, la largeur mdx. 




Fig. 61 

L'induction totale à l'intérieur de ce circuit élémentaire est, en 
conservant pour b la même signification que dans le cas précédent : 

x m xb = mx 2 B sin kt 

Par suite, la f. e. m. instantanée, qui produit la circulation dn 
courant élémentaire est : 

. • db « d (B sin ht) „ oy ,. 

e 9 = m x 7 -rr = rn x 2 , ' = mx 2 B* cos kt 

dt dt 



ou encore en volts 



e = m x 2 B * cos kt X 10 8 



La résistance du circuit dans lequel circule le courant élémentaire 
est : 



•.'- A.-."> 
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2mx | 



R— ( 2 x . 2mx | 

a (rod.r X l w » t àXl CM | 

c'est-à-dire : 



^ 2a? + 2m 2 ar ^ 1 + m» 

R =a — : = 2a x — ^ — 

m d x mdx 



a ayant la même signification que dans le cas précédent. 

Le travail élémentaire dû à la résistance du circuit considéré sera 



2 a.r 



mdx 



, m z x* dx B* &' cos* ht _, - A _. r 
rfw== *«(l + m«) X10<C 

1 
La valeur moyenne de cos* kt est -g- ; la somme des valeurs de cos*Àf, 

T 

pour un cycle complet, ou une période, sera 5- ; on aura donc : 



et comme : 



«MfeB'fr T 
W 2a (! + »»•) 2 X1U 



2 _ T _ lT - * 



F étant la fréquence par seconde, on aura : 



En intégrant de x = à x = X, nous obtenons la perte d'énergie 
par période pour la masse totale, qui est : 

w — — m **' — K*FB f x 10* _| « 

Le volume du métal, étant m X* x i cm., la perte d'énergie par 
période et par cm. 3 de fer sera : 
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La perte d'énergie, par cm* et par seconde, sera : 

w, - 3= 4«ri%) x,F,B,xi(r " 

Si la section était on carré, on aurait m = 1, et : 
W cm » = ■£- X'PB 2 X 10-w 

Si la section était le cercle inscrit dans ce carré, on aurait 

X 

r t = -3-, et la perte par cycle et cm.* serait (page 276) : 

c'est-à-dire moitié moindre. 

Cette différence, évidemment exagérée, provient de ce que nous 
avons supposé que les courants se propageaient suivant des circuits 
rectangulaires, tandis qu'ils ont évidemment tendance à se propager 
suivant des cercles. 

Comme la formule trouvée donne des résultats trop forts, on peut 
l'affecter du coefficient 0,65, et on aura finalement : 

Pour la perte par cm. 3 , et par période ou cycle : 

w em * = 2s«£. -JgL-xw x io-« 

4 « 1 -f- m 

Pour la perte par cm.* par seconde : 

Pour le fer recuit : ^ 

a = *,686 x 1CT 16 

Nous aurons donc : 
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Wcm* = 0,16 r-r— -, x ' p B* x 10* 40 

W em » = 0,16 . T' . X'P'B'x 10 _, ° 

1 -h m 

Dans le cas où Ton emploie des tôles très minces, si X représente 

l'épaisseur (en cm.)» "i sera très grand, et on pourra admettre que 

m* 
I , i est égal a l'unité. 
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